Uloha 1:

Ovérte vzorec (1)

a) pro komoly kuzel,
b) pro polokouli!

Reseni:

Y . . . e a+b
a) Polomery podstav komoleho kuzele jsou a, b, polomér stfedniho rezu S

vyska télesa je v. Dosazenim za S, ,S,,S, dostaneme
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b) Podle Euklidovy véty polomér stfedniho fezu polokoule je %\/g

3r°

Dosazenimza S, =z r’,S, = —,S, = 0,v = r, dostaneme
4

2

r ] 2 r\/g | 27 r’
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Vzorec véak v jisté modifikaci plati také pro obsahy nékterych znadmych rovinnych Gtvard.
Pro obsah S rovnobézniku, trojuhelniku nebo lichobézniku totiz plati

v
S:g(zl+4zz+z3), 2)

kde z, a z, jsou délky zakladen rovnobéZzniku nebo lichobéZniku, pfipadné trojuhelniku

(kde jedna z podstav je nulova), z, je délka stfedni pficky obrazce a v je jeho vyska.

Z3

obr. 2

Narazime az u kruhu, pro kruh nam vzorec selze.

Uloha 2:

Ovérte vzorec (2)
a) pro rovnobéznik
b) trojuhelnik

c) lichobéznik

Ovérte, ze vzorec (2) neplati pro kruh.

Reseni: Ulohy a, b), c) jsou jednoduché, ukdzeme pfipad d).
Pro kruh mame z, =z, =0,z, = 2r,v = 2r , takze
2r

S = —(0+4.2r+0):§r2¢7rr2
6 3



Proc¢ tento univerzalni vzorec v mnoha pfipadech plati a pro kruh ne?

Odpovéd dava integralni pocet a rovnost, ktera plati pro kubickou funkci
f(x):Ax3+Bx2+Cx +D.

ol

jf dx=—Lf( )+4f( ]
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Jde o szastm pfipad tzv. Simpsonova vzorce, ktery se uziva k pribliznému vypoctu
uréitych integralQ. /2/, /3/ Vzorec (3)
MOZeme ovéfit ptimym (i kdyZ ponékud zdlouhavym) vypoétem.

Uloha 3

Ovérte, ze pro kubickou funkci v mezich a = 0, b = 1 plati vzorce (2) a (3) presné.
1

S A& an] b
Reseni J(ax3+bx2+cx+d)ix: i+—+£+a’
4 3 2
1|— a b ¢ 1 a b c
=— —+—+—+d +ta+b+c+d|=—+—+—+d
6L 2 J 4 3 2

Vzorec (3) plati také v ptipadé&, ze néktery z koeficientl A, B, C je nulovy, neboli (3) plati
také pro funkci kvadratickou, linearni nebo konstantni. Pokusime se zjistit, pro které
funkce vzorec (2) plati.

Uloha 4

Urcete, pro ktera n plati vzorec (3) pro mocninnou funkci.
y=x" vmezich a=0,b=1.

1
v o, . l 1
Reseni, _[x dx = ]

1} )

Zjistime, ze (3) plati pro n = 1, 2, 3. Zde ndm z vySetfovani vypadla konstantni funkce,
pfipad n = 0. Pro¢? Mozna, Zze se vam podafi najit dalsi funkce, které tfeba v néjakém
intervalu Simpsonovu vzorci (3) vyhovuiji.

Zaroven dostdvame odpovéd na to, pro¢ univerzalni vzorec plati nebo neplati. Vzorec (1)
pro objem plati, kdyz kolmy fez télesa k vysce je kubickou (specialné kvadratickou,
linearni nebo konstantni) funkci Useku této vysky od jedné z podstav. To ovSsem je v
uvedenych pfipadech a v mnoha dalSich spInéno. VSimnéme si znamého vzorce pro
objem rotacnich téles

b

V:ﬂjgz(x)dx. )
Téleso o vySce b - a vznika tak, ze graf funkce y = g (x) rotuje kolem osy x.
Uloha 5

Urcete podminku pro funkci g tak, aby pro objem rotacniho télesa vzniklého rotaci grafu
funkce g kolem osy x vzniklo téleso, pro jehoZ objem plati Simpsontv vzorec (1).

Reeni':

Vyraz g (x) je druhou odmocninou z kubického (pfip. kvadratického nebo linearniho)
polynomu proménné x.



Uloha 6

Ovérte, ze vzorec (1) plati pro objemy rotacnich téles vytvorenych rotaci kolem osy x
témito grafy:

a)y = /4—-x ,xe<0,4>, byy=x x,xe<0,4>,c)y:\/1—x2,xe<0,1>

Reseni:
4
a) v:4,Sl:47T,S2:27r,S3:0,V:g(47r+4.27r+0):87r
4
ﬂf(4—x)dx:87z:V
0
4
b) v=4,5=0,5,=327,5, =647,V :g(0+32iz+647z):647r
4 2
[ (ex) e =64z =7
0
3z 1 2
c)yv=1S=7,8,=—,8,=0,V=—(7+37+0)=—
4 6 3
1
2
J(l—xz)dx:—ﬂ:V

3
0
Obdobné vzorec (2) pro obsahy plati tehdy, kdyz délka rezu obrazce kolmo k vysce

obrazce je konstantni, linedrni, kvadratickou nebo kubickou funkci Useku vysky od jedné
Z podstav obrazce.

Uloha 7

Vysvétlete, proc¢ vzorec (2) plati pro rovnobéznik, lichobéznik a trojuhelnik, ale neplati
pro kruh nebo ¢asti kruhu.

Reseni plyne bezprostiedné z vysledku tlohy 4.
Uloha 8
3 4

Vypoditejte a)jx2dx , b) _[x3dx . UkaZte, Ze obsahy Utvarl uréenych danym intervalem a
1 2

ohrani¢enych integrandem vyhovuji vzorci (2).

Reseni:
2 26
a)v=2,z,=1,z,=4,2,=9,S==(1+44+9)="—
6 3
2, 26
Ix de =—=1S§
3

2
b) v=2,z,=8,2z,=27,2z, =64,5 = —(8 + 4.27 + 64 ) = 60
6

xldx =60 = S

2



Uloha 9
Ukazte, Zze obsahy obrazcl uréenych integraly:

3 3 4
dx v v .
a) Ix4dx , b) I—z ,0) I\/x—dx nelze pocitat podle vzorce (2) a vysvétlete pro¢.
1 1 X 0
Reseni:

2 146
a) v=2,z,=1,z,=16,2z, =81,5 = —(1+4.16 +81) = —
6 3
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4 242
Ix dx =—# S
5

1

1
b) v=2,21:1,22:2,z3:
Tdx 2

I—2=—¢S

X 3

(1+2\/5>

) vediz =0z, =22, =2.5=2(0+4v2+2)=
6

w | b

) 16

I\/;dx =—=S

o 3
Dlvod dava tedeni Ulohy 4.
Uloha 10

Ukazte, Ze obsah obrazce z Ulohy 9 c) Ize pocitat podle vzorce (2) pomoci inverzni funkce
k integrandu. Jak nutno volit vysku a stfedni fez Gtvaru?

Resenti:
Inverzni funkce k integrandu je funkce y =x’ v <0,2> .

2 8 v , Sy
=0z,=1,z,=4,5==(0+4.1+4)=—, doctenim do obsahu obdélniku 4.2 = 8
6 3

R 16
dostaneme spravny vysledek ?



