Sudoliché funkce profesora Ypsilona

,Z definice sudokopytnika a lichokopytnika vyplyva", pravil profesor Ypsilon svym 2akim
kracejicim v zoologické zahradé od vybéhu koné Prevalského (lichokopytnici) k ohradé
antilop (sudokopytnici), ,Ze priinik obou mnozin téchto zvitat je prazdnd mnozina. Je
v8ak prazdny i prinik mnoZiny véech sudych funkci a mnoZiny véech funkci lichych?
Dovedete uréit nékteré prvky tohoto priniku, je-li neprazdny?"

Poodejdéme ponékud stranou, abychom nebyli rueni dusotem sudokopytnikt ani
klapotem kopyt lichokopytnikl, a pfipomerime si definice, jejichZ znalost je k fedeni

Ulohy profesora Ypsilona zapotfebi.

Sudou funkci se nazyva kazda realna funkce f redlné proménné, kterd ma tu vlastnost,
Ze pro kazdé realné Cislo x plati:
x € D(f) = [- x € D(H) A f(- x) = ()],

kde D(f) je definicni obor funkce f.
Lichou funkci se nazyva kazda realna funkce g realné proménné, kterd ma tu vlastnost,
Ze pro kazdé realné Cislo x plati:

x e D(@) = [- x € D(@) A g(- X) = - g(x)1].
kde D(g) je defini¢ni obor funkce g.

Z uvedenych definic Ize snadno odvodit znamy fakt, kterého se Casto vyuziva pfi
sestrojovani grafl téchto funkci: graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf funkce
liché je soumérny podle pocatku. VSimnéte si i toho, Ze defini¢ni obor sudé i liché funkce
je sjednocenim dvou mnozin: jedna obsahuje pouze nezaporna Cisla, druha pouze cisla
zapornd, k &isldm prvé mnoziny opacnd; definiéni obor sudé i liché funkce je tedy pfi

znazornéni na realné ose soumérny podle pocatku.

Na zdkladé té&chto definic se mlzZete presvédéit, e funkce
sinx, tgx, cotgx, x3, 1/x, 2x

jsou priklady funkci lichych a Ze funkce

cosx, x°, |x]|, log]|x]|, 1/sin®x, x*-1
jsou priklady sudych funkci; pfitom za defini¢ni obor funkci bereme mnozinu vSech
redlnych cisel, pro néz ma smysl vyraz, kterym je kazda z nich urena.
Snadno jisté najdete priklady funkci, které nejsou ani sudé ani liché; jsou to napf. tyto
funkce, které jsou dany vyrazy

logx, 2% x+1, (x-1)2% |x-2], 1/(x+ 3).

Nas vSak zajimaji vlastnosti funkci, které jsou sudé a liché zaroven, tj. vlastnosti funkci,

které profesor Ypsilon nazval sudoliché. I kdyz se tohoto nazvu bézné neuziva, budeme



jej z dGvodi struéného vyjadfovani v tomto ¢lanku pouzivat.

Predpokladejme, ze funkce h je sudolicha, coz znamena, ze pro kazdé redlné Cislo x plati
jednak
X € D(h) = - x € D(h),
jednak
x € D(h) = [h(- X) = h(X) A h(- x) = - h(X)].
Z této posledni podminky dostdvame, Ze pro kazdé x € D(h) je h(x) = - h(X), tj. h(x) =
0.
Vzhledem k tomu, ze z platnosti téchto dvou podminek vyplyva také obracené, ze funkce
h je suda a licha zaroven, plati véta:
Realna funkce h realné proménné x je sudolicha pravé tehdy, kdyz pro kazdé
realné x plati :
x € D(h) = [- x € D(h) A h(x) = 0],
kde D (h) je definiéni obor funkce h.

Uvédomte si, Ze neexistuje jen jedna sudolicha funkce (kterd vas asi napadla hned po
precteni prvniho odstavce tohoto ¢lanku): funkce identicky rovna nule s defini¢nim
oborem rovnym mnoziné vsech realnych cisel. Kazdou sudolichou funkci dostaneme tak,
ze za jeji defini¢ni obor vezmeme jakoukoli neprazdnou podmnozinu mnoziny vSech
realnych cisel, ktera s kazdym cislem x obsahuje téz Cislo opacné - x, a za obor
funkénich hodnot vezmeme mnozinu {0}; napf.:

hi(x) =0, D(h) ={-3; -1/2; 1/2; 3};

h2(x) =0, D(h2) = (-5; -3) v (3;5);

ha(x) =0, D(hs) = (-oo; -2) u{-1;0; 1} U (2, + x).

Sudolichych funkci je zfejmé nekonecné mnoho. Vsimnéte si, Ze mnozina vsech téchto
funkci je ekvivalentni s mnozinou vSech neprazdnych podmnozin mnoziny R* U {0}, kde
R* znadi mnozinu vsech kladnych redlnych cCisel. Prvky obou mnozin Ize totiZz navzajem
jednoznacné priradit takto: kazdé sudoliché funkci h s defini¢nim oborem D(h) pfifadime
tu podmnozinu A mnoziny R* U {0}, pro niz je A = {x € D(h); x > 0}, a kazdé
neprazdné podmnoziné A mnoziny R* U {0} pfifadime tu sudolichou funkci, jejiz
defini¢ni obor je roven sjednoceni mnozin A, B, kde B je mnoZina vSech realnych cisel

opaénych k ¢&isldm mnoZiny A.

MlZete se jestd pFesvédéit o tom, Ze nasledujici funkce, jejichz definiéni obor je roven
mnoziné vSech redlnych Cisel, pro néz ma pfislusny vyraz smysl, jsou funkce sudoliché:

h4(X):l_i;
X
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he(x) = — +cos” x—1.
sin x

A na zavér uvadime odpovéd profesora Ypsilona na zvédavy dotaz, proc se svymi zaky
navstévuje zoologickou zahradu: ,Dokud neni zfizena zahrada logicka, beru zavdék

alespon zahradou zoologickou!™



