Ypsilonovské trojihelniky

Jakze?! Nikdy jste o téchto trojuhelnicich neslyseli? Mate tedy ojedinélou moznost,
nechcete-li zaostat, prostudovat tento Clanek, ktery je jedinym zdrojem informaci o
téchto pozoruhodnych geometrickych Utvarech.

Ypsilonovskym trojuhelnikem se nazyva kazdy pravouhly trojuhelnik s odvésnami
o velikostech a, b, pro néz plati
a’+b*> =a+bh.

Nazyvaji se tak na pocest profesora Ypsilona, ktery jejich studiu vénoval znacnou ¢ast
svého plodného zZivota, a to Ctvrte¢ni veCer mezi 22. a 24. hodinou dne 31. 12. 1981.
Ypsilonovsky je napf. pravouhly trojuhelnik s odvésnami o velikostech a = b = |, nebot
plati:

a+bP=P+P=1+l=a+b.

Snadno se mizZete presvédcit, Ze i pravouhlé trojuhelniky s odvésnami o velikostech a =
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1,2ab=0,6Cia=— ab = —jsou ypsilonovské.
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Existuji véak i jiné ypsilonovské trojihelniky? Je véech ypsilonovskych trojuhelnikd

nekonecné mnoho nebo je jejich pocet konecny? Na tyto otazky se pokusime odpovédét;

budeme ptitom disledné vyuzivat moZnosti, ze oznaceni a, b velikosti odvésen kazdého

pravouhlého (a tedy i ypsilonovského) trojahelnika Ize vzdy zvolit tak, aby byloa > b.

Kazdy pravouhly trojuhelnik je jednoznacné urcen velikostmi a, b svych odvésen, takze
mu lze pfifadit jedinou usporadanou dvojici [a, b] Cisel a, b, pro néz platia > b > 0.
Také obracené, kazda usporadana dvojice Cisel a, b, pro néz je a > b > 0, urcuje jediny
pravouhly trojuhelnik, jeho odvésny maji velikosti a, b. Znazornime-li mnozinu vSech
téchto usporadanych dvojic ve zvolené kartézské soustavé soufadnic, dostaneme oblast,
jejiz ¢ast je znazornéna Srafovanim na obr. 1.
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Hranice této oblasti jsou tvoreny polopfimkami OP a OL; prvni z nich do této oblasti
nepatfi, zatimco kazdy bod polopfimky OL s vyjimkou bodu O prvkem znazornéné
mnoziny je. Z toho, co bylo feceno o vzajemném pfifazeni usporadanych dvojic [a, b],
splfiujicich podminku @ > b > 0, a pravouhlych trojihelnikd, vyplyva, ze existuje
vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny vech bodl uvedené oblasti na mnoZinu viech
pravouhlych trojuhelnik(. Tak napf. bodu L této oblasti odpovida pravouhly trojuhelnik
OML,; pravouhlému trojuhelniku OPK s odvésnami o velikostech a, > by > 0 odpovida
bod K [ao, bo] lezici v dané oblasti.



Které body vyzna&ené oblasti odpovidaji ypsilonovskym trojuhelnikim? Jsou to zfejmé
praveé ty body této oblasti, pro jejichZz soufadnice a, b plati
a‘+b*-a-b=0.
Jednoduchou Upravou této rovnice na tvar
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zjistime, ze se jedna o kruznici se stredem v bode {—,—} a o polomérur = —.
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Ypsilonovskym trojuhelnikiim tedy odpovidaji pravé ty body této kruZnice, které leZi ve
vyérafované oblasti; prinikem obou téchto mnoZin bodu je silné vytaZeny oblouk na obr.
2, k némuz patfi bod B [/, 1], nikoli véak bod A [l, 0]. Kazdy bod tohoto oblouku
odpovida jedinému ypsilonovskému trojahelniku a obracené. Napr. bodu C

|F1+\/5 1] 1+42

,— | odpovida pravouhly trojuhelnik s odvésnami a =
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ypsilonovsky, nebot plati:

L [1+\/5]2 [1}2 44242 1442 1
a” +b” = + = = + —

1
, b= 77 ktery je

=a+b.
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Ypsilonovskému trojuhelniku s velikostmi odvésen a = b = | odpovida bod B [I, 1],
ktery patfi tomuto oblouku; vSimnéte si rovnéz, ze tento trojuhelnik je jedinym
rovnoramennym ypsilonovskym trojuhelnikem, ktery existuje!

Ypsilonovskych trojahelnik{ je tedy nekone&n& mnoho; jak je patrno ze soufadnic bodd
uvazovaného oblouku a z jejich vzdalenosti od bodu O, plati pro velikostia, b (@ > b )
odvésen a velikost ¢ prepony kazdého ypsilonovského trojuhelnika tyto podminky:

2
ae(1,? - 2>,be(0,1>,ce(1,\/5>.
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existuji prave dvé b e (0,1> tak, ze bod [a, b] lezi na uvazovanem
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oblouku. Znamena to, ze ke kazdé velikosti a vétsi odvésny ( a # 1,a # )z
uvedeného intervalu existuji pravé dva ypsilonovské trojuhelniky: velikosti b, b, jejich
- " ) . - L. , . b +b 1
mensich odvésen jsou ,soumérné podle Cisla — tj. plati pro né — 2=
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Tak napf. kromé pravouhlého trojuhelniku s odvésnami o velikostecha =1,2a b = 0,6
(o némz vime, Ze je ypsilonovsky) musi existovat jesté jeden ypsilonovsky trojahelnik
s odvé&snou velikosti a = 1,2, velikost b, jeho druhé odvésny mdzeme ur¢it ze vztahu

0,6 +b, 1 _
— = —, odkud je b, = 0,4. Vskutku
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plati:a’ +5; =12 +0,4° =1,6 = 1,2+ 0,4 =a + b, .

Naproti tomu velikosti b (0,1> své mensi odvésny je ypsilonovsky trojahelnik uréen



jednoznacné, nebot (jak je patrno z obr. 2) existuje k tomuto b jediné a € <1, ;

1+\/5>_

Ypsilonovsky trojuhelnik je jednoznacné urcen také velikosti ¢ e (1\/5> své prepony.

MUzeme tedy Fici, Ze ypsilonovsky trojuhelnik s odv&snami o velikostech a, > b, a pfe-
ponou o velikosti ¢, je shodny s ypsilonovskym trojuhelnikem s velikostmi

a, > b,odvésen a c, prepony praveé tehdy, kdyz plati b; = b, nebo ¢;= ¢,. Ke shodnosti
obou trojuhelnikt véak nestadi rovnost a; = a..

Jak jste vidéli, maji ypsilonovské trojuhelniky celou fadu zajimavych vlastnosti. Objevite-
li nékteré dalsi, dejte laskavé profesorovi Ypsilonovi védét.



