Délitelnost v tllohach matematickych soutézi

Priklad 1 (59. ro¢énik MO, C-1-5)

Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, ktera nejsou délitelna deseti a kterd ve svém
dekadickém zapisu maji nekde vedle sebe dvé nuly, po jejichz vyskrtnuti se pt-
vodni ¢islo 89krat zmensi.

Resend.

a) Predpokladejme nejprve, Ze nuly jsou na tfetim a druhém misté zprava. Hle-
dané ¢islo x ma pak tvar z = 1000a+ b, kde a je pfirozené ¢islo (stejné jako v dal-
Sich piipadech) a b nenulovéa ¢islice. Podminku zadéni 1000a + b = 89(10a + b)
upravime na tvar ba = 4b, z néjz plyne, ze b je nasobek péti. Vyhovuje tak jen
b=>5aa=4,tedy x =4005.

b) M&-1i hledané ¢islo x nuly na ¢tvrtém a tfetim misté zprava, je z = 10 000a+b,
kde b je dvojmistné ¢islo. Podminku zadani 10 000a + b = 89(100a + b) upravime
na tvar 25a = 2b, z néjz plyne, Ze b je lichy nasobek ¢isla 25 (pfipominame, Ze x,
a tedy ani b neni délitelné deseti). Odtud b = 25, a = 2 nebo b = 75, a = 6, tedy
x € {20025, 60075}.

c) Mé-1i hledané ¢islo = nuly na patém a ¢tvrtém misté zprava, je x = 100 000a+b,
kde b je trojmistné ¢islo. Podminku zadani 100 000a+b = 89(1 000a+b) upravime
na tvar 125a = b, z néjz plyne, zZe b je lichy nasobek ¢isla 125. Vyhovuji pouze
b=125aa=1,b=3Maa=3,b=625aa=5,b=875aa=7, tedy
x € {100 125, 300375, 500625, 700875}.

d) Z ptedchozich piipadii vidime, Ze pro hledané ¢islo x tvaru z = 10""2a + b,
kde b je n-mistné ¢islo, dostavdme podminku 10""2a + b = 89(10"a + b) neboli
11-10"a = 88b, odkud pro n > 4 dostavame podminku 125-10" 3a = b, podle niz
je b nasobkem deseti. Zadné dalsi x, které by vyhovovalo zadani, tedy neexistuje.

Zaver: Hledana cisla jsou 4 005, 20 025, 60 075, 100 125, 300 375, 500 625 a 700 875.

Priklad 2 (59. ro¢énik MO, B-11-4)

Cislo n je sou¢inem ¢ty¥ prvocisel. Jestlize kazdé z téchto prvocisel zvétsime
o 1 a vznikla ¢tyfi c¢isla vynasobime, dostaneme ¢islo o 2886 vétsi nez ptivodni
¢islo n. Urcete vsechna takova n.
Resend.

Oznacime-li a, b, ¢, d prvocisla, jejichz souc¢inem je ¢islo n, plati rovnost

(a+1)(b+1)(c+ 1)(d+ 1) = abed + 2 886.

Kdyby byla vSechna disla a, b, ¢, d licha, bylo by na levé strané této rovnosti
sudé cislo, kdezto na pravé strané cislo liché. Proto je nékteré z prvocisel a, b, c,
d (napiiklad a) rovno dvéma. Dosazenim dostaneme

3(b+1)(c+ 1)(d+ 1) = 2bed + 2 886.



Protoze ¢isla 3(b+ 1)(c + 1)(d + 1) 1 2886 jsou délitelna tfemi, musi byt déli-
telné tfemi i 2bed. Proto je nékteré z prvocisel b, ¢, d (napiiklad b) rovno t¥em.
Dosazenim dostaneme

12(c 4 1)(d + 1) = 6¢d + 2 886,

po vydéleni Sesti
2(c+1)(d+1) =cd+ 481

a po dalsich tpravach
cd 4 2¢ + 2d = 479,

(c+2)(d+2)=483=3-7-23,

Predpokladame-li ¢ < d, mame vzhledem k nerovnosti ¢ + 2 > 3 dvé moznosti:
l.c+2=7,d+2=69, odtud c =5, d = 67.

2.¢c+2=21,d+ 2 =23, odtud ¢ = 19, d = 21, coz nevyhovuje, nebot 21 neni
prvocislo.

Zavér: Jediné vyhovujici n je tedy 2-3-5-67 = 2010.

Piiklad 3 (59. ro¢énik MO, B-1-2)

Na tabuli je napsano ¢tyfmistné ¢islo, které ma presné Sest kladnych déliteli,
z nichz pravé dva jsou jednomistni a praveé dva dvojmistni. Vétsi z dvojmistnych
déliteld je druhou mocninou prirozeného ¢isla. Urcete vSechna ¢isla, ktera mohou
byt na tabuli napsana.

Resend.
Pocet kladnych délitelu ¢isla, jehoz rozklad na prvocinitele ma tvar

_ k1, ke k
n=p'py...p,",

je (k1 + 1)(k2+ 1)... (k. + 1). Proto dislo, které ma pfesné 6 = 3 - 2 kladnych
délitell, musi mit jeden z tvart p® nebo p3q, kde p a g jsou prvodisla.
Uvazujme nejdiive moznost p°. Toto ¢islo ma délitele 1, p, p?, p?, p*, p°; zfejme

1<p<p?<p’<pt<ps

Dva nejmensi délitelé jsou jednomistni a dalsi dva dvojmistni. Vétsi z nich, tedy
p3, ale neni druhou mocninou pfirozeného &isla.
Hledané ¢&islo ma tedy tvar p2q a jeho délitelé jsou 1, p, p%, q, pq, pq. Je-li
p > q, potom
1<qg<p<pg<p®<pi.

Dva dvojmistni délitelé by byli p a pq, ale pq neni druhou mocninou prirozeného
¢isla. Musi tedy byt p < ¢q. Ze vSech Sesti déliteld jsou druhymi mocninami



pfirozeného ¢isla jen 1 a p?. Proto je p? vétsi ze dvou dvojmistnych délitel
a odtud vyplyva

1<p<q<p®<pg<p’q
Délitelé 1 a p jsou jednomistni, g a p? jsou dvojmistni, pq aspoii trojmistny a p?q
¢tyfmistny. Odtud vyplyva p € {5, 7}, 9 < ¢ < p?, pq > 99, 999 < p*q < 10 000.
Pro p = 5 dostavame 9 < ¢ < 25, 5¢ > 99 a 999 < 25¢ < 10000, témto
podminkam zadné prvocislo ¢ nevyhovuje.
Pro p = 7 dostavame 9 < ¢ < 49, 7¢ > 99 a 999 < 49¢ < 10000; témto
podminkdm vyhovuji ¢ € {23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}.

Zavér: Na tabuli je napsano jedno z nasledujicich sedmi ¢isel: 49 - 23 = 1127,
49-29 = 1421,49-31 = 1519, 49 - 37 = 1813, 49 -41 = 2009, 49 - 43 = 2107,
49 - 47 = 2 303.

Priklad 4 (59. ro¢nik MO, B-1-4)

Najdéte 2009 po sobé jdoucich ¢tyfmistnych ¢isel, jejichz soucet je soucinem
t11 po sobé jdoucich pfirozenych cisel.
Resend.

Oznacme prostiedni z hledanych ¢isel a. Soucet ¢isel a — 1004, a — 1003, .. .,
a4+ 1003, a+ 1004 je 2009a = 41 - 49 - a, pricemz 2004 < a < 8995. M4 platit

41-49-a=n(n+1)(n+2)
pro vhodné prirozené ¢islo n. Protoze
2009-2004 < n(n+1)(n+2) < (n+1)>
musi platit n +1 > m, a tedy n > 159. Podobné z nerovnosti
2009 -8995 > n(n+1)(n+2) >n®

dostavame n < v/2009 - 8995, ¢ili n < 262.

Soucin n(n+1)(n+2) ma byt délitelny ¢isly 41 a 49. Zadny z initelt n, n+1,
n + 2 nemtze byt délitelny obéma ¢isly 41 i 49, nebot 41 -49 > 262 4 2. Sedmi je
délitelny nanejvys jeden z ¢initeld n, n + 1, n + 2; proto musi byt néktery z nich
délitelny c¢islem 49. Budeme tedy mezi ¢isly 159, 160, ..., 264 hledat takova dvé,
jejichz rozdil je 1 nebo 2, pfi¢emz jedno z nich je délitelné ¢islem 41 a druhé ¢islem
49. Nasobky ¢isla 41 v uvedeném rozsahu jsou 164, 205 a 246, nasobky cisla 49
jsou 196 a 245. Vyhovujici cisla jsou tedy 245 a 246 a my mame dvé moznosti:
a)n =245 n+1=246, n + 2 = 247, a tedy

245246 - 247
a 2009

a hledana cisla jsou 6 406, 6407, ..., 8414;

= 7410



b) n =244, n+ 1 = 245, n + 2 = 246, a tedy

244245 - 246
a 2009

a hledana cisla jsou 6316, 6317, ..., 8 324.

= 7320

Priklad 5 (58. ro¢nik MO, A-I-3)

2

Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel x, y takové, ze je prvocislo.
Resend.
Predpokladejme, Ze prirozena ¢isla x, y a prvocislo p vyhovuji rovnici

2

Ly
= . 1
T+y b (1)

Nejvetsi spolecny délitel ¢isel x, y oznacme d. Potom z = da a y = db, kde
pfirozena ¢isla a, b jsou (jiz) nesoudélna. Po dosazeni do rovnosti (1), odstranéni
zlomku nasobenim a po vydéleni kladnym c¢islem d dostaneme

d*ab® = p(a +b). (2)

Cisla a a b jsou nesoudélné, proto jsou takové i ¢isla b?, a + b z riiznjch stran
rovnosti (2). To ale znamend, Ze b?|p. Prvocislo p méa pouze dva délitele: ¢isla 1 a
p, druhé z nich vSak neni druhou mocninou, proto nutné plati b = 1. Po dosazeni
do (2) obdrzime

d*a = p(a +1). (3)

Zopakujme podobnou tvahu jako dfive. ProtoZe a déli levou stranu rovnosti (3),
déli i jeji pravou stranu, coz vzhledem ke zfejmé nesoudélnosti ¢isel a, a + 1 vede
k zavéru, Ze a|p. Plati proto bud a = 1, nebo a = p. Oba piipady nyni posoudime
oddélené.

Po dosazeni a = 1 do (3) dostaneme d?> = 2p. Protoze p je prvocislo, ¢islo 2p je
druhou mocninou jediné v pripadé p = 2. Potom rovnéz plati d = 2 a vysledek
vede k prvni vyhovujici dvojici x = da = 2, y = db = 2.

Po dosazeni a = p do (3) a vydéleni kladnym p dostaneme d? = p + 1, neboli
p = (d+ 1)(d — 1). Takovy rozklad prvocisla p na dva ¢initele (d — 1 < d + 1)
je jediny: d — 1 =1ad+ 1 = p. Odtud dostavame d = 2, p = 3, takze druha
vyhovujici dvojice je x =da =dp =6 ay =db= 2.

I kdyz muzeme provést zkousku obou feSeni snadnym dosazenim do rovnice (1),
pii nasem postupu takové kontrola neni nezbytnd, nebotf jsme rovnici v daném
oboru upravovali ekvivalentné.

Zévér: Uloze vyhovuji pravé dvé dvojice (z, y), a to (2, 2) a (6, 2).



