Profesor Ypsilon a krychle nad pfeponou

U prilezitosti nedozitého 2562. vyroci narozeni Pythagory ze Samu (asi 580 pf. n. 1. -
500 pf. n. 1.), po némz je nazvana znama véta o pravouhlém trojuhelniku, predlozil
profesor Ypsilon svym z&k{m tento problém:

Mé&jme dan libovolny pravouhly trojahelnik s pfeponou o velikosti ¢ a s odvésnami
o velikostech a, b. Z Pythagorovy véty vyplyva, ze ve vztahu
a’+b*=c*+d,
pro tento trojuhelnik je d> = 0. UrCete d,, ds tak, aby v tomto trojuhelniku platily analogické
vztahy
a+b=c+dy, a+b>=c®+d;.

Obr. |

Urcime nejprve Cislo d; , a to pomoci pravouhlého trojuhelniku ABC na obr. |, v némz je
sestrojena i kruznice tomuto trojuhelniku vepsana; ma stfed S, a dotyka se stran BC,
CA, AB po fadé v bodech A,, By, C;. Velikost jejiho poloméru oznacime p. Pro soucet
velikosti obou odvésen plati
a + b = |BAi| + |AC| + |CBy| + |B/AI.
Uvédomime-li si, Zze rovnobéznik A,CB,S, je ¢tverec, mame
p=1ACl = | S\B1| = |IC B1| = | S/A4| , dale téz
|BA.| = |BCy], |A Bi| = |CiA].
Dosazenim dostaneme
a+b=|BGC| + |CGA| + | S\Bil + | SA:| =c + 2p.
Je tedy
d]_ = 2p
Vzhledem k tomu, Ze v pravouhlém trojuhelniku je stfed Sy kruznice opsané stfedem
prepony, plati pro polomér r kruznice opsané: ¢ = 2r;
mame téz
a—+b=2r+2p,
coz znamena: V kazdém pravouhlém trojuhelniku je soucet velikosti odvésen roven
souctu priméru kruZnice opsané a prdméru kruZnice vepsané.
K uréeni ¢&isla ds pouzijeme zndmé rovnosti vyrazdl
a*+ b= (a+b) (@ -ab+ b,
do niz dosadime
a+b =c+2p a*+b*>=c? ab=2S,
kde S je obsah daného pravouhlého trojuhelniku.
Dostaneme tak
a*+ b®= (c+ 2p) (¢ - 25).
Z obr. | snadno zjistime, Ze obsah S trojihelniku ABC je roven soudtu obsahdl



trojuhelnikd CAS,, CBS, a ABS,, jez viechny maji vysku p, je tedy

a+b+c 2p+ 2c
S = p =
2 2

Dosazenim za S do predchoziho vztahu ziskdme
a®+b*= (c+2p) [P ~-2(p+0) gl
coz po jednoduché Upravé dava
a*+b®= - 2p°(3c + 2p).
Vyjadfime-li jesté vyraz 3c pomoci poloméru kruznice opsané, dostaneme
a*+b*= - 45°@3r + p),

p=(p+c)p.

takze
ds = - 40°(3r + p).

Ziskany vysledek je obsahem véty, kterou vdécni studenti nazvali vétou Ypsilonovou:

Soucet objem krychli nad odv&snami pravouhlého trojihelniku je roven objemu krychle
nad pfeponou zmensenému o objem pravidelného ¢tyrbokého hranolu s podstavnou
hranou 2p a vyskou 3r + p, kde p a r jsou po radé poloméry kruznice vepsané a opsané
tomuto pravouhlému trojuhelniku.

Sam profesor Ypsilon vSak pouzil pfi grafickém znazornéni tuto variantu odvozené
rovnosti
a*+ b3 = - 4. 2r- 405 . (r + p).

Na obr. 2 tuto novou rovnost vyjadril rovnosti objem{ zobrazenych téles; z krychle nad
preponou jsou vyfiznuty dva kvadry, jejichz rozméry lze z obrazku predist.

Obr 2.

Na zavér upozornil studenty na pozoruhodnou véc, kterou odvodili:
V kazdém pravouhlém trojahelniku s odvésnami o velikostech a, b a s preponou o
velikosti ¢ plati:

a+b>c, a’+ b>=c? a+pi<cd.



