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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika a pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatoricka pravidla, permutace, variace i s opakovanim, prace s ta-
bulkou

Uloha

Mlsoun Frantisek si cestou z prace koupil v cukrarné ¢tyri zakusky: vénecek, linecké
kolecko, trubicku a ovocny kosicek. Zacal premyslet, ktery sni jako prvni, ktery jako
posledni, prosté jaké poradi pro snézeni zakuskt si zvoli. Poradte mu, kolik moznosti ma.

Reseni 1 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: prace s tabulkou
Vypiseme vsechny moznosti poradi, jak muze zakusky snist. Zakusky si pro zjedno-
duseni zapisu ocislujeme.
Vénecek
Linecké kolecko
Trubicka
Ovocny kosicek

=W N =

Vysledky piSeme do tabulky.

1234 | 2134 | 3124 | 4123
1243 | 2143 | 3142 | 4132
1324 | 2314 | 3214 | 4213
1342 | 2341 | 3241 | 4231
1423 | 2413 | 3412 | 4312
1432 | 2431 | 3421 | 4321

Zaver. FrantiSek ma 24 moznosti jak postupné snist ¢tyfi rizné zakusky:.

Reseni 2 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: kombinatorické pravidlo souc¢inu

Prvni zdkusek si miuze vybrat ze 4 druhii, druhy uz jen ze tti, tieti ze dvou a pro ¢tvrty
ma uz pouze jednu moznost. Pouzijeme kombinatorické pravidlo souc¢inu a dostaneme
4-3-2-1 =24 moznosti.

Zaver. Frantisek ma 24 moznosti jak postupné snist ¢tyri rizné zakusky.
Reseni 3 (tiroveti 1-2)
Predpokladané znalosti: permutace bez opakovani

Jednd se o ruzné usporadani 4 prvku (vénecek, linecké kolecko, trubicka, ovocny
kosicek) neboli o permutaci ze ¢tyt prvku bez opakovani

P(4)=41=4-3-2-1=24.
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Zdver. FrantiSek ma 24 moznosti jak postupné snist ¢tyfi rizné zakusky.

Reseni 4 (troven 1)
Predpokladané znalosti: prace s logickym stromem

Reseni mtzeme znazornit pomoc 1 logického stromu. Potfebujeme ctyri schémata,
vysledné moznosti jsou ¢ervené podbarveny.
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Zdver. FrantiSek ma 24 moznosti jak postupneé snist ¢tyfi rizné zakusky.

Mozné variace této ulohy:

1. Frantisek ma nejvétsi chut na ovocny kosicek a sni jej jako prvni. Poradte mu, kolik
moznosti ma nyni. [Reseni. Tabulkou, Kombinatorické pravidlo sou¢inu 3-2-1 = 6,
permutace P (3) =3!=3-2-1=6]

2.V cukrarné mu omylem misto ovocného kosicku zabali dalsi vénecek. Domii si tedy
donese dva vénecky, jedno linecké kolecko a jednu trubicku. Kolik moznosti mé v této
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situaci? [Reseni. Zapisem do tabulky

1123 | 2113
1132 | 2131
1213 | 2311
1312 | 3112
1231 | 3121
1321 | 3211
Permutace s opakovanim Py, (4) = i = 12, miZzeme Fesit také logickym tsud-

kem, Ze moznosti oproti puvodnimu zadani bude o polovinu méné.|

3. Frantiska navstivi kamarddka Magda a pristihne ho, jak se chystd snist posledni za-
kusek. Aby zabranila Frantiskovi v dalsim mlsani, zakusek mu sni. V jakych sledech
mohl Frantisek tii zdkusky sporadat a jaka je pravdépodobnost, ze Magda mu snédla
jeho oblibeny ovocny kogicek? [Reseni. Opét miizeme fesit vypisem moznosti, napii-
klad do tabulky (je to prehledné)

123 | 213 | 312 | 412
132 | 231 | 321 | 421
124 | 214 | 314 | 413
142 | 241 | 341 | 431
134 | 234 | 324 | 423
143 | 243 | 342 | 432

Nyni se jedna o trojice tvorené ze 4prvkové mnoziny, zadny prvek se neopakuje, tedy
variace bez opakovani Vs (4) = (ﬁ—g)! = 24. Pro vypocet mizeme pouzit kombina-
torické pravidlo souc¢inu. Prvni zakusek si mtize vybrat ze 4 druhii, druhy uz jen ze
tri, treti ze dvou 4 - 3 -2 = 24. Zaver. Moznosti je 24. Jsou ctyri druhy zdkuski

a pravdépodobnost, ze Magda mu snédla ovoeny kosicek je tedy 25 %.]

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Lenka Machkova; machkova@gjkt.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika, binomicka véta

Uloha

Bez vypocti jednotlivych kombinac¢nich ¢isel vyjadrete
N () (e (5 (8
0 1 2 7 8)

Reseni 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: binomicka véta

Zakladnim krokem k vypoctu je vyuziti binomické véty

n n n n n
b n _ n n—lbl n—2b2 1bn—1 bn
(a+ D) <O)a + (Ja + (2>a +...+ ao1)e + i

Volbou a =1, b =1 a n = 8 dostaneme

8 8 8 8 8
1+1)8 = 18 171! 16,12+ ... 1.1 18,
Celkove je tedy
2 = (B) - (B) 4+ (B) o (B) 4 (B
—\0 1 2 7 8/

Zdvér. Hledany soucet je 28 = 256.

Reseni 2 (tirovei 2)
Predpokladané znalosti: vlastnosti kombinacnich cisel

Nejprve si uvédomime, co vyjadiuji jednotliva kombinac¢ni ¢isla. Kombinacni ¢islo (Z)
vyjadiuje pocet vSech kprvkovych podmnozin nprvkové mnoziny. Hledany soucet je tedy
vyjadienim poctu vSech moznych podmnozin osmiprvkové mnoziny.

Pro nalezeni celkového poc¢tu podmnozin mizeme vyuzit kombinatorické pravidlo
sou¢inu. Pro kazdy z osmi prvka jsou pravé dvé moznosti, zda do dané podmnoziny
nalezi ¢i nikoli. Pocet vSech podmnozin je tedy dan jako variace s opakovanim osmé tiidy
ze dvou prvku, tj.

V4(2) = 2° = 256.

Reseni 3 (droven 3)
Predpokladané znalosti: binomicka véta, vlastnosti kombinac¢nich ¢isel

Vyuzijeme-li souctového vztahu

() ()= ()
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vidime, ze

Protoze )

je hledany soucet roven
N (3) (3 =
2 7 8)
2 +

(0)+0)-
() () ()
(e R o

Opakovanim daného postupu dostaneme

() ()= () e () () -
=@ () ) () ()]
E§)+(T)+(2)+...+(§)+(g)}...

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika, binomicka véta, zakladni kombinatorické identity

Uloha

Bez vypocti jednotlivych kombinacnich cisel dokazte identitu
N (e (B = (C) () (B
0 5 <) =4 5 <)

Reseni 1 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: binomicka véta

Zakladnim krokem k vypoctu je vyuziti binomické véty

n n n n n
b n _ n nflbl n72b2 lbnfl bn
(a+0b) <0>a +(1)a +(2>a +...+ a8 + .

Volbou a =1, b = —1 a n = 8 dostaneme

RO R L W U
T -0-0- 00
(e Q-0 () )

Zaver. Tim je dané tvrzeni dokazano.

tj.

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vlastnosti kombinacnich ¢isel

Vyuzijeme-li souctového vztahu

o GHB)-GR)
0-0-0 (-0 0-0-0)

Protoze



muzeme jak levou, tak i pravou stranu dokazované rovnosti prepsat do tvaru

(0) ()= G)+ () ()

tim je identita dokazana.

Pozndamka. Dokazali jsme tak, ze pocet podmnozin s lichym poc¢tem prvki osmiprv-
kové mnoziny je stejny jako pocet podmnozin se sudym poctem prvku této mnoziny.

Reseni 3 (tiroveri 3)
Predpokladané znalosti: vlastnosti kombinacnich cisel

Nejprve si uvédomime, co vyjadiuji jednotliva kombinacni ¢isla. Kombinacni ¢islo (Z)
vyjadiuje pocet vsech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny. Chceme tedy ukazat,
ze pocet podmnozin, které maji sudy pocet prvki, je stejny jako pocet podmnozin, které
maji lichy pocet prvki.

Oznac¢me ag jeden z prvkil dané osmiprvkové mnoziny. Bez tohoto prvku mutzeme
vytvaret nejvyse sedmiprvkové podmnoziny. Necht je takovych podmnozin a s lichym
poctem prvki a b se sudym poctem prvkia. Doplnime-li libovolnou podmnozinu s lichym
poctem prvki prvkem ag, bude mit sudy pocet clent, doplnime-li timto prvkem pod-
mnozinu se sudym poctem prvkii, zméni se pocet prvki na liché ¢islo. Pocet podmnozin
s lichym poc¢tem prvki proto vzroste o hodnotu b a pocet podmnozin se sudym poctem
prvkil vzroste o hodnotu b. Celkové je tedy a + b podmnozin se sudym a a+ b podmnozin
s lichym poc¢tem prvka.

Poznamka: Vzhledem k tomu, zZe k libovolné podmnoziné sedmiprvkové mnoziny s lichym
(resp. se sudym) poctem prvku je mozné jednoznacné priradit podmnozinu se sudym
(resp. s lichym) poctem prvku (jako jeji komplement), je nutné a = b.

Metodické poznamky

Ditkaz daného tvrzeni nepatii mezi pocetné narocné, ale vyzaduje urcity né-
hled na danou problematiku. Vyuziti riznych pristupt nabizi studentiim moznost
pochopit souvislosti mezi jednotlivymi pojmy a ticelné vyuzivat i jiné matematické
prostredky.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz



RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika, binomicka véta

Uloha

Bez vypocti jednotlivych kombinac¢nich ¢isel vyjadrete
9 n 9 n 9 N 9 n 9
1 3 5 7 9)

Reseni 1 (drovern 2)
Predpokladané znalosti: binomicka véta, vlastnosti kombinacnich ¢isel

Zakladnim krokem k vypoctim je dusledek binomické véty ve tvaru

(e Qe (eQ) o

Jednou ze zékladnich vlastnosti kombinacnich cisel je

(1)-6) G)-6) 6-0 6)-C) 6)-6)

je hledany soucet roven souctu zbyvajicich kombinaé¢nich ¢isel vyskytujicich se v (1), proto
hodnota zkoumaného souctu bude tedy polovic¢ni, tj.

9+9+9+9+9_§_28
1 3 5 7 9) 2 7
Zdveér. Hledany soucet je tedy 28 = 256.
Reseni 2 (tiroveti 2-3)

Predpokladané znalosti: binomicka véta, vlastnosti kombinacnich c¢isel

Vyuzijeme-li kromé vztahu

=)o (o (o))

také vztah



dostaneme rozdilem obou vztahu

s (on (or (en ()= ),

t.

Reseni 3 (droven 3)
Predpokladané znalosti: binomicka véta, vlastnosti kombinac¢nich ¢isel

Vyuzijeme-li souctového vztahu
n n n+1
- = :
k kE+1 E+1

9 8 8 9

| 2(0)+ 1)’ 3)
00 ©

snadno vidime, ze

I
2O
+
AN
@
N

9 8 8 9\ (8 8
6)-(0)-6) ()-0)+C
Protoze
(b)-(9)-
9 8 ’
je hledany soucet roven

(
(1)« ()

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika, kombinace bez opakovani, permutace s opakovanim

Uloha

Kolika zptisoby lze rozdélit mezi 20 déti 4 lizatka, 6 zvykacek a 8 bonbont, jestli-
ze kazdé dité dostane nejvyse 1 sladkost? (Lizatka, bonbony i zvykacky jsou vzajemné
nerozlisitelné.)

Reseni 1 (droven 2)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani, pravidlo soucinu

Déti, které dostanou lizétko, lze vybrat (%) = 4845 zpiisoby. Ze zbylych 16 déti

vybereme 6, které dostanou zvykacku, to lze provést (166) = 8008 zpusoby. Z poslednich
10 déti vybereme 8, které dostanou bonbon. Téchto vybéri je (180) = 45.

Celkové je podle pravidla soucinu

(240) . (166) . (180) 4845 - 8008 - 45 — 1745944 200

zpusobi, jak rozdélit sladkosti mezi déti.

Zaver. Mezi déti 1ze rozdélit sladkosti 1745944 200 zptisoby.

Reseni 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani, permutace
Nejprve vybereme 18 déti, které dostanou sladkost. To lze provést (%g) = 190 zptuisoby.
Ostatni déti 1ze usporadat 18! zpusoby. Déti, které dostaly lizatko, miizeme premistit 4!
zpusoby, déti, které dostaly zvykacku, lze premistit 6! zptsoby, a ty, co dostaly bonbon,
lze usporadat 8! zpusoby. Celkovy pocet moznych rozdéleni tedy je

20 18!
e — 1745944 200.
(18> Igls Aol

Reseni 3 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: permutace s opakovanim
Celkovy pocet 20 déti mame rozdélit na 4 skupiny, a to nasledovné. 4 déti dostanou
lizatko, 6 déti dostane zvykacku, 8 déti dostane bonbon a 2 déti nedostanou nic. Hledame
tedy permutace s opakovanim, kdy prvni prvek je zastoupit ¢tytikrat, druhy Sestkrat, treti
osmkrat a c¢tvrty dvakrat. Celkové mame

20!
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zpusobt, jak sladkosti détem rozdélit.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Radek Horensky, Ph.D.; horensky@gymst.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika v geometrii

Uloha

Je dana krychle a uvnitt kazdé hrany je n € N riznych bod. Uréete pocet trojuhel-
nik1, jejichz kazdy vrchol lezi na jiné hrané krychle.

Reseni 1 (tiroveri 1)
Predpokladané znalosti: pravidlo souc¢inu v kombinatorice, aneb ,selsky ro-

zum®

Vybereme jednu libovolnou hranu krychle, coz 1ze provést 12 zpiisoby, a na ni vybe-
reme jeden libovolny bod, coz lze provést n zptsoby. Pak ze zbylych 11 hran vybereme
jednu libovolnou, coz lze provést 11 zptisoby, a na ni jeden libovolny bod, coz lze provést
n zpusoby. Nakonec ze zbylych 10 hran vybereme jednu libovolnou, coz lze provést 10
zpusoby, a na ni jeden libovolny bod, coz lze provést n zpusoby.

Celkem jsme tedy vybrali 12n - 11n - 10n trojic bodt. Kazda trojice byla vybrana
ale Sestkrat, coz se dé ukéazat napt. na ttech bodech A, B, C', jednou jako trojice ABC),
podruhé jako trojice AC'B, potteti jako trojice BAC', poc¢tvrté jako trojice BC'A, popaté
jako trojice CAB a posesté jako trojice CBA. Proto se musi vyse ziskany soucin délit
Sesti, tj.

12n - 11n - 10n
6

= 220n°.
Zdvér. Pocet hledanych trojuhelnikii je 220n3.

Reseni 2 (trovern 2)
Predpokladané znalosti: pravidlo souc¢inu v kombinatorice, kombinace bez
opakovani

Vybereme libovolné tfi rtizné hrany krychle, coz lze provést (132) zpusoby a na kazdé
hrané vybereme jeden libovolny bod, coz 1ze pro kazdou hranu provést n zpusoby. Celkem
jsme tedy vybrali (132) -n3 = 220n3 trojic bodi, neboli 220n3 pozadovanych trojihelnik.

Reseni 3 (droven 3)
Predpokladané znalosti: pravidlo souc¢inu v kombinatorice, kombinace bez
opakovani

Na krychli je ddno 12n rtznych bodt. Z nich vytvorime vsechny mozné trojice bodi,
coz lze povést (1?,’") zpusoby. Mezi témito trojicemi bodi jsou i takové, které lezi na jedné
primce, a tudiz netvori trojuhelnik. Téch je na kazdé hrané (g), takze celkem 12(2),
a tyto vSechny je treba odecist. Také je treba odecist pocet takovych trojic bodi, z nichz

14



pravé dva lezi na jedné hrané. Téch je 12(3) - 11n, nebof dva body lezi na jedné hrane,
ale dalsich 11n bodi lezi na zbylych hranach. Celkem jsme tedy vybrali

(%”) — 12 (g) —12 (g’) 1ln =
—om(12n—1)(12n—2) = 2n(n—1) (R —2) — 6n (n— 1) - 11n =

= 2n (144n® — 36n + 2 — n® 4+ 3n — 2 — 330> + 33n) = 220n°

pozadovanych trojuhelniki.

Pri tomto zptisobu feseni je nutné, aby na kazdé hrané krychle byly aspon tri rizné
body, tj. n > 3. Pro n = 2 je pocet trojihelniki roven

5 )12, ) 1in=2n (144n” — 36n + 2 — 33n* 4 33n) = 2n (111n° — 3n + 2),

coz je na prvni pohled jind hodnota nez 220n3. Kdyz se ale dosadi n = 2 do obou vyraz,
ziskame stejnou hodnotu. Pro n =1 je pocet trojuhelnikti roven

(f}") — 2n (1440 — 36n +2)

coz je na prvni pohled jind hodnota nez 220n3. Kdyz se ale dosadi n = 1 do obou vyraz,
ziskdame stejnou hodnotu.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinace, kombinac¢ni ¢islo, prochézeni grafu

Uloha

Pravothelnikova sit je rozdélena na 6x4 étvercu (obr. 1). Obec Zacétek lezi v levém
hornim rohu sité, obec Konec v pravém dolnim rohu sité. Kolika zptsoby je mozné po
¢tvercové siti projit nejkratsi cestou z obce Zacatek do obce Konec?

Pri kazdé cesté po pravouhelnikové siti se muzeme pohybovat smérem doprava nebo
dolii. Kazdou cestu z obce Zacatek do obce Konec nazveme prochazkou. Dvé takové
prochazky jsou znazornéné v pravouhelnikové siti na obr. 1.

Zacatek

Konec
Obr. 1

Reseni 1 (troven 2)
Predpokladané znalosti: Pascaliiv trojuhelnik, kombinacni ¢islo
Kazdému miizovému bodu (déle jen bodu) pritadime pocet prochizek, kterymi se
do daného bodu muzeme dostat (obr. 2). Je zfejmé, ze do kazdého bodu, ktery lezi na

Z 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7
1 3 6 100 a=15 21 28
1 4 10| b=20)a+b=35" 56 84
1 5 15 35 70 126 210
K
Obr. 2

16



severni a zapadni hranici sité, se muzeme dostat pravé jednim zptisobem. Do kazdého
dalstho bodu se mizeme dostat bud ze severu, nebo ze zapadu. Napriklad do bodu P
se miizeme dostat bud z bodu, ktery lezi na sever od bodu P, nebo z bodu, ktery lezi
na zapad od bodu P. Do bodu, ktery lezi na sever od bodu P, se miizeme dostat a
zpusoby. Do bodu, ktery lezi na zapad od bodu P, se mizeme dostat b zpiisoby. Z toho
plyne, Ze pocet zptisobii, kterymi se mizeme dostat do bodu P je roven a+b. Postupnym
pritazovanim poctu prochazek od bodu Z zjistujeme, ze do bodu K se dostaneme 210
zpusoby.

Je zfejmé, ze timto zplsobem vznikl Pascaltv trojihelnik s vrcholem v bodé Z.
To znamend, ze pocet prochazek je dan kombinac¢nim cislem. Poc¢tu prochazek, kterymi
se dostaneme do bodu P, odpovida kombinac¢ni ¢islo (4+3). Obdobné poctu prochazek,

kterymi se dostaneme do bodu K, odpovidé kombinacni &islo (°F?).

Zaver. 7. obce Zacatek do obce Konec 1ze projit celkem (1016) = (1026) = 210 zpusoby.

Reseni 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani

Dvé prochéazky (¢ervenou a zelenou) ze Z do K (obr. 3) mizeme znazornit nasledujici
tabulkou.

Z cervena

zelena

Obr. 3

Prochazka| 12|34 |5|6|7|8]9]|10

cervend |—|—|||—=11|][1—=I—|—11|

zelend, [ (=1 1=[=1=11!]]|—|—

Témto dvéma prochazkam odpovidaji ¢tyrélenné a Sesticlenné kombinace bez opako-
vani, které tvorime z 10 prvki:

1. Ctyi¢lenné — jde o kombinace {3,5,6,10}, {3,1,8,7}.
2. Sesticlenné — jde o kombinace {1,2,4,7,8,9}, {10,4,5,6,9,2}.

Je ztejmé, ze pokud chceme absolvovat prochédzku ze Z do K na obr. 3, musime vzdy
jit ¢tyti tiseky na jih a Sest tiseki na vychod. To znamend, ze pocet prochézek bude pocet
vsech ¢tytélennych, popripadé pocet vSech Sesti¢lennych kombinaci bez opakovani, které

tvorime z 10 prvki. To znamend, ze pocet vSech prochézek na obr. 3 je (140) = (160).
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P . “ y 1046 10+6
Zdver. Opét z obce Zacatek do obce Konec lze projit celkem ( 4 ) = ( A ) = 210
zpusoby.

Reseni 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: kombinace s opakovanim
Vodorovné tseky sité oznacime ¢isly 1 az 5, svislé tseky sité cisly 1 az 7. Dvéma
prochazkam ze Z do K pak odpovidaji Sesti¢lenné kombinace s opakovanim z péti prvka
(obr. 4) a ¢tyiclenné kombinace s opakovanim ze sedmi prvku (obr. 5).
1. Sesticlenné — jde o kombinace {1,1,2,4,4,4}, {2,3,3,3,5,5}.

Z1

Tt W N

K
Obr. 4

2. Ctyic¢lenné — jde o kombinace {3,4,4,7}, {1,2,5,5}.

Z1 2 3 4 5 6 7

Obr. 5

Pocet prochazek podle obr. 4 bude pocet Sesticlennych kombinaci s opakovanim z péti
prvki, jejich pocet se rovna kombina¢nimu ¢islu (5+g*1).
Pocet prochazek podle obr. 5 bude pocet ¢tyrclennych kombinaci s opakovanim ze

sedmi prvki, jejich pocet se rovna kombina¢nimu ¢islu (7+j_1).

Zaveér. 7 obce Zacatek do obce Konec lze projit celkem (m:") = (™) zptsoby.

Metodické poznamky

Tti odlisné pristupy umozni zaktim ukazat uziti kombinaci bez opakovani,
kombinaci s opakovanim a Pascalova trojuhelniku pfi feseni jednoduché kombi-
natorické tlohy. Ulohu je vhodné zadat pfi opakovani uéiva kombinatoriky.

Zdroj:

Calda, E. a kol.: Matematika pro gymndzia (kombinatorika, pravdépodobnost a statistika),
Prometheus, 1993.

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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RiGzné metody reseni

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: pravdépodobnost, kombinace, permutace, pravdépodobnost jevu, naso-
beni pravdépodobnosti

Uloha

V osudi je 10 kuli¢ek: 5 modrych, 3 bilé a 2 zelené. K osudi pristupuji hraci, kazdy
si vytahne jednu kulicku a ponecha si ji. Jaka je pravdépodobnost, ze si hraé, ktery jde
losovat jako (k + 1)-ni, tedy v poradi (k + 1), kde 0 < k <9, vytahne zelenou kulicku?

Reseni 1 (droven 2)
Predpokladané znalosti: rozbor jevii, s¢itani a nésobeni pravdépodobnosti
a znalost vzorce pro soucet kombinacnich cisel

Zelenou kulicku si hra¢ muze vylosovat pouze tehdy, pokud hraci pred nim do té doby
vytahli z osudi nejvyse jednu zelenou kulicku. Probereme obé vylucujici se moznosti — ze
si hraci pred nim nevytahli Zzadnou nebo praveé jednu zelenou kulicku.

Proni moznost

e Jev A;: Dosud losovalo k hracu a zelenou kulicku nevylosovali. Tazena k-tice kulicek
byla tedy vylosovana z 8 kulicek jiné barvy nez zelené

(1
k
P(Ay) = 70\
k
e Jev Ay Hréc, ktery losuje jako (k + 1)-ni si vylosuje jednu ze dvou zelenych kulicek

z osudi, kde je celkem (10 — k) kulicek (pricemz zde plati k < 8)

2

P(Az) = 0%

Druhd moznost

e Jev Bi: Dosud losovalo k£ hraca a béhem losovani vylosovali pravé jednu ze dvou
zelenych kulicek. Tazend k-tice kulicek byla tedy vylosovana takto: jedna kulicka ze
dvojice zelenych a (k — 1) kulicek z 8 kulicek jiné barvy nez zelené

19



e Jev By: Hrac, ktery losuje jako (k+1)-ni, si vylosuje jedinou zbyvajici zelenou kulicku
z osudi, kde je celkem (10 — k) kulicek

1
10—k’

P(Bs) =

Hréc, ktery je na tahu, si tedy v pripadé A (hraci pred nim zelenou nevytahli) vylosuje
zelenou kulicku s pravdépodobnosti
8
k 2

10\ 10— k"
k

Hrac, ktery je na tahu, si v pripadé B (hraci pred nim vytahli jednu zelenou kulicku)
vylosuje zelenou kulicku s pravdépodobnosti

P(A) = P(A)) - P(Ap) =

8
P(B) = P(B) - P(By) =2 (’Em)l) L
k

Jevy A, B se navzajem vylucuji, proto je pravdépodobnost jejich sjednoceni rovna souc¢tu
jejich pravdépodobnosti

P(A) + P(B) = (’i) 2. (/:1) 1
() *5 () "
iy (0+(2)

2 9.8 ...-(9—k+1)
10—k 10)—10—k 10-9-...-(10—k+1)

N}
N\
> O
~__

2 10—k

1
10—k 10 5

Zaver. Pravdépodobnost, ze si hrac, ktery jde losovat v poradi (k+1), vytdhne zelenou

1
kulicku, je F = 0,2.

Metodické poznamky

Prvni z uvedenych teseni vyzaduje kompletni rozbor jevi, s¢itani a nasobeni
pravdépodobnosti a znalost vzorce pro soucet kombinac¢nich ¢isel. VSimneme si,
ze vyslednd pravdépodobnost nezdvisi na poradi hrace (na cisle k) a je stejn4,
jako kdyby hraci po vytazeni kulicku vraceli zpét do osudi.
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Reseni 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: rozbor jevi, s¢itani a nasobeni pravdépodobnosti

Kuli¢ky si oznacime tak, aby byly vSechny navzajem rozlisitelné, napriklad je ocis-
lujeme (to muzeme udélat bez Gjmy na obecnosti). Necht zelené kulicky maji ¢isla 1, 2.
Zopakujeme predchozi ivahu: Zelenou kulicku si hra¢ muze vylosovat pouze tehdy, po-
kud hraci pred nim do té doby vytahli z osudi nejvyse jednu — tedy zadnou nebo jednu
— zelenou kulicku. Obé moznosti maji spolec¢né to, ze dosud tazené kulicky byly vybrany
pouze z 9 kulicek, v kulickéch, ze kterych hraci nakonec vybrali, chybéla jedna ze dvou
zelenych kulicek.

Jev C: Dosud losovalo k hracu a nevylosovali obé zelené kulicky, jedna ze dvou ve
vybéru nebude. Bud chybi kulicka ¢. 1 nebo kulicka ¢. 2

P(C)zz-@

Jev D: Hrac¢ (k + 1)-ni si vylosuje tu zbyvajici zelenou kulicku z (10 — k) kulicek

v osudi
1

D) =%

Vysledna pravdépodobnost je

<9)
k 1 1 o .
P(C)-P(D)=2- =...= (viz vypocet v Teseni 1).

10\ 10—k 5
k

Metodické poznamky

Druhé z uvedenych tvah vyzaduje narocnéjsi ivahu o skupinach vybiranych
prvki. VSimneme si, ze vyslednd pravdépodobnost nezavisi na poradi hrace (na
Cisle k) a je stejna, jako kdyby hraci po vytazeni kulicku vraceli zpét do osudi.

Reseni 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: permutace

Kulicky si stejné jako v ReSeni 2 oznaéime tak, aby byly viechny navzajem rozlisitelné,
ocislujeme je.

Kazdy ,pribéh hry“ — tj. kazdé mozné poradi tazenych kuli¢ek — je jedna permutace
deseti prvki.

Vsechny permutace (je jich 10!) jsou navzajem stejné pravdépodobné. Kazd4 kulicka
se na kazdé pozici vyskytne pri vyctu vSech permutaci ,stejné-krat* (9lkrat).

V kazdé permutaci je zelena kulicka pravé na dvou mistech.
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Zadéani bude splnéno pravé tehdy, kdyz na pozici (k+ 1) bude bud kulicka ¢. 1, nebo
tehdy, kdyz na pozici (k + 1) bude kulicka ¢. 2. Tyto moznosti se navzdjem vylucuji.
Jev &: Kulicka na pozici (k + 1) je zelend, tedy je to bud kulicka ¢. 1, nebo kulicka ¢. 2.

9! 1
P(E)—z'l_()!—g.

Zdroj: archiv autora, autor
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Sirka Gergelitsova, Ph.D.; sarka@gbn. cz
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