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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorické pravidlo soucinu, variace, permutace

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: kombinatorické pravidlo soucinu

Z mista A do mista B vedou 4 turistické cesty, z mista B do mista C' vedou 3 turistické
cesty. Urcete, kolika zptusoby lze vybrat trasu z A do C' a zpét?

Reseni

Nejprve urcime, kolika zpusoby lze vybrat trasu z A do C. Ke kazdému ze ctyr
zpusobii, jak dojit z A do B, existuji tfi zptsoby, jak se dostat z B do C. Trasu z A
do C' je tedy mozno vybrat dvandacti zplisoby, trasu zpét opét miizeme vybrat dvanéacti
zpusoby. Ke kazdému vybéru trasy z A do C existuje 12 moznosti vybéru trasy zpét,
tedy trasu z A do C' a zpét lze zfejmé vybrat ze 144 zpusobii.

Zaver. Pocet zpusobt, kterymi lze vybrat cestu z mista A do mista C' a zpét, je
roven 144.

Metodické poznamky
Uloha je vhodna pro demonstraci kombinatorického pravidla soucinu ale i pro
samostatnou praci zakt i bez znalosti tohoto pravidla.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: kombinatorické pravidlo soucinu, variace
V Ceské republice byly statni poznéavaci znacky tvofeny uspoifddanou sedmici, z nichz
prvni tii prvky byly pismena a néasledujici ¢tyti cislice. Urcete, kolik poznavacich znacek
by bylo k dispozici, kdybychom pro prvni ¢ast pouzili kazdé z 27 pismen a tieti ¢ast by
obsahovala praveé tii trojky?

ResSeni

Prvni c¢ast statni poznavaci znacky je tvorena usporadanou trojici vybranou z 27
znaki, které se mohou opakovat, jde tedy o trojclenné variace s opakovani z 27 prvki.
Pocet téchto usporadanych trojic je

V4(27) = 27° = 19683.

Druhé c¢ast poznavaci znacky je tvorena usporadanou c¢tverici, kterd ma obsahovat prave
tri trojky, tj. t¥i trojky a jednu cifru riznou od trojky, oznacme ji X. Usporadani tri
trojek a prvku X je zrejmé

X333, 3X33, 33X3, 333X,



tj. jedna se o ¢tyti zpusoby usporadani. Ke kazdému ze ¢tyr usporadani t¥i trojek a prvku
X existuje pravé 9 moznosti vybéru prvku X, odtud celkovy pocet usporadanych c¢tveric,
které obsahuji pravé tii trojky, je zrejmeé 36.

Pti vybéru prvni trojice existuje pravé 19 683 moznosti a pro vybér nasledujici ¢tveri-
ce, nezavisle na vybéru predchézejici trojice, mame 36 moznosti. Podle kombinatorického
pravidla soucinu existuje pravé

VI(27) -4 -9 = 708588

riznych statnich poznavacich znacek, které obsahuji praveé tii trojky.

Zdver. Riznych statnich poznavacich znacek, které by obsahovaly pravé tti trojky, by
bylo celkem k dispozici 708 588.

Metodické poznamky

Ulohu lze vyuzit k procviceni problematiky zamérené na variace s opakovanim
i bez opakovani, ale také ji mohou Tesit i zaci bez této znalosti.

Urceni poctu usporadani tii trojek a prvku X bylo feseno vyc¢tem vsech moz-
nosti, coz lze také tesit s vyuzitim permutaci s opakovanim.

Uloha 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: kombinatorické pravidlo souc¢inu, permutace
Pri vyrobé vyrobku je tfeba provést ¢tyri operace A, B, C, D, pro které plati nasle-
dujici podminky:
1. Operace A nesmi byt provadéna prvni a operace B nesmi byt provadéna posledni.
2. Operaci D musime provést drive nez operaci C.

Kolik rtznych postupt existuje pii vyrobé tohoto vyrobku?

Reseni
Pocet moznych vyrobnich postupt bez stanoveni podminek odpovida poctu permu-
taci bez opakovani ze 4 prvkd, tj.

P(4) = 4! = 24.

Nejprve uréime, pocet vsech vyrobnich postuptu vyhovujicich prvni podmince. Pocet vy-
robnich postupt, kdy operace A je provadéna prvni, je roven pocCtu permutaci bez opa-
kovani z 3 prvka, tj. P(3) = 3! = 6. Analogicky pocet vyrobnich postupu, kdy operace
B je provadéna posledni, je P(3) = 3! = 6. Dale pocet vyrobnich postupi, kdy operace
A je provadéna prvni a operace B posledni, je ziejmé roven P(2) = 2! = 2. Odtud pocet
vsech vyrobnich postupt, kdy operace A je provadéna prvni nebo operace B je provadéna
posledni, je

P(3) + P(3) — P(2) = 10.
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Tedy pocet vyrobnich postupt, kdy operace A neni provadéna prvni a operace B neni
provadéna posledni, odpovida rozdilu poc¢tu vsech vyrobnich postupt a poctu téch, kdy
A je prvni nebo B je posledni, tj.

P(4)—[P(3)+ P(3) — P(2)] = 14.

Ztejmé ke kazdému vyrobnimu postupu splnujici prvni podminku existuje pravé jeden
vyrobni postup lisici se zaménou poradi operaci C';, D. Odtud pravé polovina vyrobnich
postupiit vyhovujicich prvni podmince splnuje i druhou podminku, tj. celkem 7 vyrobnich
postupti.

Zaver. Pro vyrobu vyrobku existuje pravé sedm ruznych vyrobnich postupt splnuji-
cich obé podminky.

Metodické poznamky
Ulohu lze modifikovat stanovenim dalsich podminek ¢i zavedenim dalsich
operaci.

Zdroj:

Calda, E., Dupac¢, V., Bocek, L.: Matematika pro gymndzia: kombinatorika, pravdépo-
dobnost, statistika. 4. upr. vyd. Praha: Prometheus, 2001, Ucebnice pro stfedni skoly
(Prometheus).

Busek, L.: Resené maturitni dlohy z matematiky. 1. vyd. Praha: Statni pedagogické na-
kladatelstvi, 1985.

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Tomas Taborsky; ttaborsky@gmk.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika a pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika, permutace

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: faktorialy, permutace, kombinatorické pravidlo souci-
nu

Kolika zptsoby miizeme posadit do rady tti prvaky, tii druhdky a tii tretaky tak, aby
na obou krajich sedéli studenti prvniho ro¢niku?

ReSeni

Mame celkem 9 mist, na kterd mame umistit 9 studentt. Na prvni misto (krajni)
mame ti moznosti umisténi (jeden ze 3 studenti prvniho ro¢niku), na posledni misto
(krajni) mame 2 moznosti (jeden ze dvou zbyvajicich studentt prvniho ro¢niku). Zustava
nam umistit 7 studenti na 7 mist, podle kombinatorického pravidla soucinu mame 7!
moznosti. Celkem tedy mame 3 -2 - 7! = 30 240 moznosti.

Metodické poznamky
Pti feseni tlohy vyuzivame kombinatorické pravidlo soucinu.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: faktorialy, permutace, kombinatorické pravidlo souci-
nu

Kolika zptisoby muzeme posadit do fady t¥i prvaky, tfi druhdky a tii trefaky tak, aby

a) vsichni studenti prvniho ro¢niku sedéli vedle sebe,
b) vSichni studenti stejného ro¢niku sedéli vedle sebe?

ResSeni

a) Zaky prvniho roéniku vezmeme jako jeden prvek, takZe mame umistit celkem 7 prvkii
na 7 mist, tedy je 7! moznosti pro tato umisténi. Zaci prvniho ro¢niku si mohou vy-
ménit mista 3! zpusoby, takze podle kombinatorického pravidla souc¢inu mame celkem
7! 3! = 30240 moznosti rozsazeni.

b) Zéaky stejného ro¢éniku vezmeme jako jeden prvek, mame tedy umistit 3 prvky na
3 mista, tedy 3! moznosti. Zaci stejného ro¢niku si mohou vyménit mista 3! zpisoby,
takze mame 3! - (31)* = (31)* = 1296 moZnosti jejich rozsazeni.

Metodické poznamky
Pti feseni tlohy vyuzivame kombinatorické pravidlo soucinu.
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: faktorialy, permutace, kombinatorické pravidlo sou-
¢inu, princip inkluze a exkluze

Kolika zptsoby miuzeme posadit do rady tti prvaky, tii druhdky a tii tretaky tak, aby
zadni tii studenti stejného rocéniku nesedéli vedle sebe?

ReSeni
Mame celkem 9 mist, na kterd mame umistit 9 studentii, celkovy pocet rozsazeni je
tedy 9!. Ozna¢me N hledany pocet rozsazeni, plati N = 9! — n, kde n je pocet rozsazent,
kdy aspon jedna trojice zaki téhoz roc¢niku sedi vedle sebe.
Pro n plati
n = |M1UM2UM3|,

kde M; jsou ta rozsazeni, kdy zaci i-tého ro¢niku sedi vedle sebe.
Pro pocet prvkil sjednoceni mnozin My, Ms, M3 plati

| My U My U Ms| = | M| + | M| + |Ms| — | My N Ma| — | My N Ms| —
— | My N Ms| + | My N My N Ms|.

Ptitom pro pocty rozsazeni plati | M;| = 7!- 3!, protoze zéky i-tého roéniku vezmeme jako
1 novy prvek, rozsadime 7 prvkia (7! moznosti), zici i-tého roéniku se mohou vymeénit
3! zpitisoby. Déle plati |M; N M,| = 5!- (3!)2, zaky i-tého rocniku vezmeme jako 1 novy
prvek, zaky j-tého ro¢niku vezmeme jako druhy novy prvek, dale mame zbyvajici 3 prvky,
celkem tedy 5 prvki, tj. 5! moznosti rozsazeni, v kazdé ze dvou skupin zaku i-tého a j-tého
roc¢niku je 3! moznosti rozsazeni

|My N My 0 Ms| = 3!(31)° = (3))*,

zéky 1. ro¢éniku vezmeme jako jeden prvek, zaky 2. ro¢niku vezmeme jako druhy prvek
a zaky 3. ro¢niku jako treti prvek, mame tedy 3 prvky, tj. 3! moznosti jejich rozsazeni,
v kazdé skupiné se mohou zaci rozsadit 3! zpusoby.

Pro n dostavame

n=|M;UMyUDM;|=3-7"-3 —3-5!-(31)% + (3)* = 90720 — 12960 + 1296 = 79 056.
Pro N pak dostaneme
N = 9! — 79056 = 362880 — 79056 = 283 824.

Metodické poznamky

Naroc¢nost tlohy spociva v tom, ze k vyTeseni je treba znat nejen kombinato-
rické pravidlo soucinu, ale také princip inkluze a exkluze pro tfi mnoziny (pocet
prvki sjednoceni tif mnozin).

Zdroj: archiv autora, Mathrace 2012, sada 2
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Machacikovd; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: permutace a jejich pocet

V lavici je 5 hochti, z nichz 2 bratii chtéji sedét vedle sebe. Kolika zpiisoby je mozné
ty hochy presadit?

ReSeni

Permutaci, které maji pevné na prvnich dvou mistech bratry a na ostatnich mistech
zbyvajici 3 chlapce je 4! Permutaci dvou bratri je 2! Celkem tedy je 4!-2! =24 -2 =48
permutaci.

Zdver. Chlapce mizeme presadit 48 zpiisoby.

Dokazte, ze v desitkové soustaveé aritmeticky primeér 3 trojcifernych cisel, tvoricich
3 cyklické permutace, je vzdy celé ¢islo délitelné 37.

Reseni
Cislice oznacime a, b, c. Cisla jsou 100a + 10b + ¢, 100b + 10c + a a 100c + 10a + b.
Jejich aritmeticky prameér je
11la+ 1116+ 111e¢ 111
ot . Tl (bt o) =37(a+b+o),

kde a + b+ ¢ je celé cislo.

Zdver. V desitkové soustavé aritmeticky primér 3 trojcifernych ¢isel, tvoricich 3 cyk-
lické permutace, je vzdy celé cislo délitelné 37.

I



Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: cyklické permutace

Urcete v desitkové soustavé trojmistné cislo, které je aritmetickym primeérem obou
svych cyklickych permutaci a ma se k jejich rozdilu jako 7: 9.

Reseni
Dané cislo je 100a + 10b + ¢. Prvni cyklickou permutaci je 100b 4+ 10¢ + a, druhou je
100c + 10a + b, jejich soucet je 11a + 1016+ 110c¢ a jejich rozdil je 9a 4+ 99b + 90c. Podle
zadani, mame Tesit soustavu rovnic
100a + 10b + ¢ = 11a + 101b + 110c,
(100a + 10b + ¢) : (9a 4+ 99b + 90¢) = 7 : 9.
Po tuprave
Ta —3b—4c =0,
3la + 29b — 23¢ = 0.
Mame tedy soustavu dvou linearnich kvadratickych rovnic o tfech neznamych vazané
podminkou, aby koteny byly celé, kladné a v intervalu (0; 10). Polozime

B 3b+ 4c
7

a

a dosadime do obou rovnic. Dostaneme

93b + 124¢ — 203b — 161c = 0,
&8 —c=0.

Reseni jsou b =0, ¢ = 0, coz neni mozné ab=1, c =8, a = 5. Cislo je 518.

Zdvér. Uloze vyhovuje &slo 518.

Zdroj:

Maska, O. Matematika v ilohdch. Algebra a geometrie. Nakladatelstvi Barvi¢ a Novotny,
Brno, 1947.

Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: variace, kombinace, permutace

Uloha 1 (troveti 1)
Predpokladané znalosti: kombinacni ¢islo, binomicka véta

Urcete paty clen binomického rozvoje vyrazu

Existuje v tomto rozvoji ¢len neobsahujici z7

ReSeni

k-ty ¢len binomického rozvoje je

(e ()
(e ()3

Predpokladejme, ze k-ty clen neobsahuje x, musi pro néj platit

paty clen ma tvar

(x3)7"““<—ﬁ>=0 = 3(T—k+1)—(k—1)=0.

Resenim posledni rovnice je k = %, coz vsak neni celé nezaporné ¢islo. Vzhledem k vy-

znamu k jako pozice urcitého ¢lenu v binomickém rozvoji musi byt k& prirozené. Odtud
plyne, ze takové k neexistuje.

Zdvér. Paty ¢len rozvoje ma tvar Lz°

hujici z.

77° a v binomickém rozvoji neexistuje clen neobsa-

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: kartézsky soucin mnozin
Trezor méa dvoji dvere, které jsou opatfeny zamkem s trojmistnym kodem. Urcete
nejveétsi pocet pokusti potfebnych k otevieni obou dveri.

10



Reseni

Maéame-li vybrat a € A a prvek b € B je pocet vsech moznych vybéra usporddanych
dvojic (a,b) roven |A| - |B| = |A x B, coz je pocet vSech prvkia kartézského soucinu
Ax B. Na otevreni jednoho zamku opatieného trojmistnym koédem vyuzijeme kartézského
sou¢inu (A x A x A), proto potfebujeme (podle principu sou¢inu) nejvyse 10 - 10 - 10 =
= 1000 pokusii. Obdobné u druhého zamku.

Zdver. K otevieni trezoru potrebujeme nejvyse 2000 pokusti.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: kanonicky rozklad na soucin prvocinitelt, délitelnost,
faktorial

Kolika nulami kondi ¢islo 258!

Reseni

Zajima nas vlastné, kolikrat se v rozkladu ¢isla 258! vyskytuje ¢islo 10 = 2-5. Protoze
mocnina dvojky v prvociselném rozkladu je vétsi nez mocnina pétky ( kazdy druhy cinitel
¢isla 258! = 258 -257-256-...-3-2-1 je sudy, kdezto péti je délitelny kazdy paty Cinitel),
staci zjistit jaka je mocnina pétky.
Kazdé paté cislo je délitelné péti. Takovych je 5H1. Kazdé pétadvacaté ¢islo je navic dé-
litelné 52 = 25 — takovych je 10. Koneéné kazdé stopétadvacaté ¢islo je navic délitelné
¢islem 5% = 125 — takova jsou 2. Celkem 63. Prvociselny rozklad ¢isla 258! proto obsahuje
63 pétek. K nim zfejmé najdeme 63 dvojek.

Zdver. Cislo 258! kon¢i 63 nulami.

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material: vlastni

Autor: Mgr. Véaclav Vanék; vvanek1@seznam.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: pravdépodobnost, mnozina moznych vysledki, ndhodny jev

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: hraci kostka, pojem mnozina

Jaka je pravdépodobnost toho, ze pti hodu hraci kostkou padne liché ¢islo?

ReSeni
Najdeme mnozinu €2 vSech moznych vysledki uvazovaného pokusu — hodu kostkou.
Moznych vysledki je Sest:

Q2 = {padne 1, padne 2, padne 3, padne 4, padne 5, padne 6}

Vsechny prvky takto zkonstruované mnoziny €2 jsou rovnocenné dosazitelné!
Nyni vybereme podmnozinu A mnoziny €) (nazyvame ji ndhodny jev), ktera obsahuje
priznivé moznosti, tj.
A = {padne 1, padne 3, padne 5}.
Protoze vsechny prvky mnoziny €2 jsou rovnocenné, jedna se o vypocet klasické prav-

dépodobnosti, kdy
_ pocet prvki A

P(A) = )
(4) pocet prvka

Zavér. Hledana pravdépodobnost toho, ze pii hodu kostkou padne liché ¢islo, je tedy

Analogické ulohy:

1. Jaka je pravdépodobnost, ze pri hodu hraci kostkou padne ¢islo mensi nez 37

2. Jaka je pravdépodobnost, ze pti hodu minci padne orel?

3. Jaka je pravdépodobnost, Ze pri vyjmuti karty z uplného balicku karet na marias
vytahneme eso?

12



Uloha 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: mnozinové operace

Uvazujme hod dvéma hracimi kostkami (¢ervenou, modrou). Uvazujme nasledujici

jevy:

QT QW

soucet bodi je 7,

na cervené kostce padne Sestka,

na cervené kostce padne nejvys pét bodu,

soucet bodiu na obou kostkach bude mensi nez 20,
soucet bodi na obou kostkach bude roven 13,

na cervené kostce padne ¢islo mensi nez na modré,
na modré kostce nepadne vic bodil nez na cervené.

Jaka je pravdépodobnost nastoupeni kazdého z téchto jevi?

ResSeni

Mnozina €2 vSech moznych vysledki ma celkové 36 prvki. Zapiseme je do tabulky
ve formé (i, j), kde i oznacuje pocet bodi, které padly na ¢ervené kostce, j pocet bodi,
které padly na modré kostce. Vsechny uvedené moznosti maji stejnou vahu, jedna se tedy
o vypocet klasické pravdépodobnosti.

! 2 3 4 5 6
1| (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2 | (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
30 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
4| (41) (4,2) (4,3) (44) (4,5) (4,6)
51 (5,1) (52) (53) (54) (5,5) (5,6)
6 | (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)



Miuzeme zapsat

Zaver. Jde o klasickou pravdépodobnost, proto P(A) = 6/36 = 1/6, P(B)
P(C) = (36 —6)/36 =5/6 (vSimnéte si, ze C = Q\ Ba P(C)=1- P(B)), P(D)

A=1{(6,1),(52),(4,3),(3,4),(2,5),

B ={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),

C=0Q\B,

D=0,

E =0,

F={(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (1,6),
(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),
(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)},

G=Q\F

P(E) =0, P(F) =15/36, P(G) = 1 — 15/36 = 21/36.

Metodické poznamky

Doporucujeme upozornit na vztah mezi pravdépodobnosti jevu a jeho dopln-
ku, tj.: Jestlize A = Q\ B, pak plati P(A) = 1 — P(B). Uloha 2 byla mj. vybrana
jako ilustrace této skutecnosti.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: jev, jev opacny, vztah mezi jejich pravdépodobnost-

mi, variace, rostouci posloupnost

I
=
)

Kolik osob musi prijit na vecirek, aby pravdépodobnost toho, ze na vecirku jsou
aspon dveé osoby, majici narozeniny ve stejny den, byla vétsi nez 0,57 (Uvazujeme pouze
neptrestupné roky a predpokladame, ze pravdépodobnost toho, ze se dité narodi v urcity
den, je stejna po cely rok.) [tzv. problém vecirku]

Reseni

Oznacime symbolem A jev, Zze mezi n osobami na vecirku existuji aspon 2 lidé se
stejnym dnem narozeni, a vypocteme P(A). V tomto pripadé je ale vyhodné uzit pro
vypocet P(A) opacny jev A€, tedy jev, ze ve skupiné n osob neexistuji 2 lidé se stejnym
dnem narozeni. Mezi pravdépodobnosti nastoupeni jevu A a nastoupeni jevu A€ je vztah

P(A) =1 — P(A%).

(Nastane-li A, nemuze nastat A°, a obrdcené.) Tento vztah byl ilustrovan v prikladu 2.
Pravdépodobnost toho, ze nastane jev A€ je

P(A%) =

365364 ... (365 —n+1)

365™
14



pravdépodobnost toho, ze nastane jev A je

© 365-364-... (365 —n+1)

PA)=1 :
(4) 365™
Nyni hleddme n tak, aby
2364 - ... - — 1 1
P(A):1—365 36 (365 —n + )>_‘
365m 2

Protoze P(A) predstavuje rostouci posloupnost kladnych redlnych ¢isel, feseni dostaneme
dosazenim za n. Pro n = 22 je P(A) = 0,4757, pro n = 23 je P(A) = 0,5073.

Zaver. Ve skupiné musi byt aspon 23 osob.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail .com, miloslav.zavodny@Qupol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: klasicka pravdépodobnost

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: definice pravdépodobnosti jevu
V osudi je 5 bilych kulicek a 3 cerné kulicky. Ndhodné vytdhneme jednu kulicku
a vratime ji do osudi. Totéz provedeme jesté jednou. Jaka je pravdépodobnost, ze pri
druhém tahu vytdhneme cernou kulicku?

ReSeni
Pti prvnim i druhém tahu je stejna situace. Mame k dispozici 8 kuli¢ek a z nich jsou
3 cerné, proto pti druhém tahu vytahneme cernou kulicku s pravdépodobnosti p = %.

Zavér. Hledand pravdépodobnost je p = %.

Metodické poznamky

Jde o klasicky vypocet pravdépodobnosti jako podilu poctu vSech ptiznivych
vysledkli a poc¢tu vsech moznych vysledki. Je vhodné celou situaci vyzkouset
v praxi, nebot pocet kuli¢ek je maly.

Uloha 2 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: definice pravdépodobnosti jevu, jednoducha podmi-
néna pravdépodobnost (spise ,selsky rozum*)

V osudi je 5 bilych kulicek a 3 cerné kulicky. Ndhodné vytdhneme jednu kulicku
a nevratime ji do osudi. Totéz provedeme jesté jednou. Jaka je pravdépodobnost, ze pri
druhém tahu vytahneme cernou kulicku?

ReSeni

Vyuzijeme tuvahu z tlohy 1. Pri prvnim tahu vytdhneme bud ¢ernou kulicku, nebo
bilou kulicku. Vytahneme-li ¢ernou (s pravdépodobnosti %) a pri druhém tahu také mame
vytahnout ¢ernou (s pravdépodobnosti %), je v tomto pripadé pravdépodobnost rovna
p1 = % . % = %. Vytédhneme-li pti prvnim tahu bilou kulicku (s pravdépodobnosti %)
a pri druhém tahu mame vytdhnout ¢ernou (s pravdépodobnosti %), je v tomto pripadé
pravdépodobnost rovna ps = g . % = %. Jelikoz muize nastat jedna nebo druha moznost,
je celkova hledana pravdépodobnost rovna

6 15 21 3

p=p1+p2=%+%=%:8-

Zavér. Hledand pravdépodobnost je p = %.

16



Uloha 3 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: definice pravdépodobnosti jevu, jednoducha podmi-
nénd pravdépodobnost (spise ,selsky rozum®)

V osudi je 5 bilych kulicek a 3 cerné kulicky. Ndhodné vytahneme jednu kulicku
a nevratime ji do osudi, ale pridame tam jednu kulicku druhé barvy. Totéz provedeme
jesté jednou. Jaka je pravdépodobnost, ze pri druhém tahu vytahneme cernou kulicku?

ReSeni

Vyuzijeme tvahy z predchozich tloh a budeme postupovat jiz rychleji. Pfi prvnim ta-
hu vytdhneme bud ¢ernou kulicku, nebo bilou kuli¢ku. Vytdhneme-li ¢ernou (s pravdépo-
dobnosti %), pridame bilou a pti druhém tahu vytahneme cernou (s pravdépodobnosti %),
je v tomto pripadé pravdépodobnost rovna
3 2 6
T8 8 64
Vytahneme-li pii prvnim tahu bilou kulicku (s pravdépodobnosti %), pridame Cernou a pri
druhém tahu vytahneme cernou (s pravdépodobnosti %), je v tomto pripadé pravdépo-
dobnost rovna

b1

_2.3_1
P2=878 T 6
Celkova hledana pravdépodobnost je rovna
15 21

P=PrP= Tl T 61§

21
Zavér. Hledand pravdépodobnost je p = 61

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: jevy, pravdépodobnosti jevi, sc¢itani pravdépodobnosti, jevy nezavislé
neboli navzajem se nevylucujici

Hazeme hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze hodime liché ¢islo nebo ¢islo vétsi
nez 27

Reseni
Oznacme A jev, ze padne liché ¢islo, B jev, ze padne cislo vétsi nez 2. C = AU B
sjednoceni jevi, které se navzajem nevylucuji.
P(C)=P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)=P(A)+ P(B)— P(A)- P(B) =
_ 1 n 4 1 4 _ 5

5
Zaver. Pravdépodobnost, ze hodime liché ¢islo nebo ¢islo vétsi nez 2 je 5

Ve tridé je 30 zakl, z nichz 6 neni pfipraveno na tstni zkouseni. V hodiné budou
vyvolani 3 zaci. Jaka je pravdépodobnost, ze aspon dva budou pripraveni?

Reseni

24\ (6 (4 24 .23 242322
2 )1 3) 51 St 33T 24-23.344.23.22

P(A) = —
(4) <30) 30-29- 28 5-29-28

3 3.-2-1
23(72+88)_23-160_23-8_184;091
5-29.28  29-140 29-7 203
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Zdver. Pravdépodobnost, ze budou aspon dva zaci pripraveni je 0,91.

Kolikrat musime hodit kostkou, aby alespon jednou padla Sestka s pravdépodobnosti
vétsi nez 0,999 997

ReSeni
Predpokladejme n hodi. Oznacme A; jev, ze padne Sestka v i-tém hodu. A oznac¢me
jev, ze padne alespon jedna Sestka.

A=A UAU...UA,.
Opacny jev je - o
A=A NAN...NA,

Jevy jsou navzajem nezavislé.

3

P(A)=1-PA)=1- > 0,99999,

3

TN 7N 7N N

> —0,00001, \ -(-1)

< 0,00001,

3

—
@)
0

< 1og 0,00001,

N— — 7
3

SOt OOt O Ut Y| Ov

5 )
log 2 < =5, \ :log 2
nlog = < 5\ og6(<0)
il
log 2
n > 64.

n

19



Kostkou musime hodit alespon 64 krat.

Zaver. Kostkou musime hodit alespon 64 krat, aby alespon jednou padla sestka s prav-
dépodobnosti vétsi nez 0,999 99.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Zavislosti a funkéni vztahy
Klicové pojmy: definice pravdépodobnosti, opacny jev, kombinace, permutace, De Mor-
ganovy vzorce

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: vypocet pravdépodobnosti, kombinace, permutace
Ctyfi kamaradi $li na vystavu a v Satné si odlozili batohy. Kdyz odchézeli, tak jim
satnarka vydavala jejich batohy zcela nahodné.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze kazdému podé ten spravny?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze pravé dva chlapci dostanou svij batoh?
c) Jaka je pravdépodobnost, ze pravé tii dostanou svij batoh?

Reseni

a) VSechny moznosti vydani batohu jsou 4!. Moznost, ze kazdy bude mit svij je pouze
jedna. Tedy pravdépodobnost tohoto jevu vypocitame % = 0,0417.

b) Moznosti vybéru batohit pro dva chlapce je (3), pravdépodobnost tohoto jevu vypo-
Gitame (5)/4! = 1 =0,25.

¢) Pravdépodobnost tohoto jevu je 0, protoze, kdyz dostanou svoje batohy prave tii ze
¢tyT chlapcet, tak ten ¢tvrty musi mit sviij batoh také.

Zdveér. Pravdépodobnost, Ze Satnarka kazdému poda spravny batoh je 4,17 %. Prav-
dépodobnost, ze dva chlapci dostanou svoje batohy je 25 % a pravdépodobnost, Ze prave
tr1 dostanou svuj batoh je nulova.

Metodické poznamky
Ulohu muzeme rozsitit napriklad o otazku, jaka je pravdépodobnost, ze ale-
spon jeden chlapec dostane svij batoh apod.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vypocet pravdépodobnosti, opacny jev, kombinace
Na narozeninové oslavé je prostieny stul pro 15 pratel. Pod 10 talit schovali orga-
nizatori maly darek. Nakonec ptislo pouze 10 hostii a ke stolu se posadili zcela nahodné.
Urcete pravdépodobnost, ze darek pod talitem uvidi aspon 6 hostii.

Reseni
Bez darku mize byt nejvyse 5 hostl. Jev opacny k pozadovanému jevu, Ze nejvyse 5
hostt uvidi darek, coz v tomto pripadé znamend prave 5.
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Moznosti posazeni u stolu je (ig) = 3003. Priznivych opacnému jevu je (150) = 252.

Pravdépodobnost jevu tedy je

10
1—@:1—ﬁ£0,916.

(ig) 3003

Zdvér. Pravdépodobnost, ze darek pod talifem uvidi aspon 6 hostu je 91,6 %.

Uloha 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: opacny jev, operace s mnozinami, De Morganovy
vzorce

Brusici skla vytvari nezavisle na sobé na vazach motivy — jeden brousi kvét a druhy
hlavicku divky. Pravdépodobnost, Ze se v motivu hlavicky objevi chyba je 20 %, v motivu
kvétu je 10 %. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) alespon jeden motiv bude vytvoren perfektné,
b) oba motivy budou v poradku?

Resenti
Oznacime: jev H — hlavicka je v poradku, jev K — kvét je v poradku.

a) Ozna¢ime H — hlavicka v potadku neni a vime, ze P(H) = 0,20, K — kvét v poiadku

neni a opét ze zadani vime, ze P(K) = 0,10, tedy
P(HNK) = 0,02.
Mame zjistit P(H U K). Kazdy z téchto jevii muze nastat samostatné, jsou to jevy
nezavislé. Uzijeme opac¢ného jevu
P(HUK)=1-P(HUK)=1-P(HNEK)=1-0,02=0,98.
b) Mame zjistit P(H N K). Opét je vyhodné vyuzit opacny jev.
PHNK)=1-PHNK)=1-P(HUK)=1- (P(H)+P(K)-PHNK)) =
=1-1(0,204 0,10 — 0,02) = 0,72.

Zdvér. Pravdépodobnost, Ze alespon jeden motiv bude vytvoren perfektné je 98 %.
Pravdépodobnost, Ze oba motivy jsou v poradku, je 72 %.

22



Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Lenka Machkova; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: pravdépodobnost jevli, permutace, kombinace

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: pravdépodobnost jevu
Student Adamek se nepripravil na zkousku, a tak z dvaceti moznych otazek umi jen
jedinou. Ten den bude zkouSeno 10 zaku, zadani otazek se losuje a student Adamek bude
zkousen jako prvy v poradi. Jaka je pravdépodobnost, Ze u zkousky uspéje (vylosuje si
pravé tu otazku, kterou umi), jestlize:

a) tazené otazky se vraceji (nékolik studentu si tedy muze vylosovat tutéz otdzku)?
b) tazené otazky se nevraceji?

ReSeni

Student Adamek bude losovat jako prvy, takze na jeho los nema vliv to, zda se otazky
do losovaciho osudi vraceji, nebo ne. Odpovéd na obé otazky je tedy stejna.

Student Adamek losuje jednu otdzku, nastane tedy pravé jeden ze vsech stejné moz-
nych (stejné pravdépodobnych) 20 vysledki pokusu. Jeho pravdépodobnost je dédna zlom-
kem =.

20

Zaver. Pravdépodobnost tazeni otazky, na kterou zna student Adamek odpovéd, je

1
— = (,05.
20 ’

Metodické poznamky
Uloha je velmi snadné a jejim cilem mtze byt upevnit novy pojem v samém

vvvvvv

problémii, jako tvod k nasledujicim tiloham 2 a 3.

Uloha 2 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: kombinace, pravdépodobnost jevu, podminéna prav-
dépodobnost

Student Adamek se nepripravil na zkousku, a tak z dvaceti moznych otazek umi jen
jedinou. Ten den bude zkouseno 10 zakt, zadani otazek se losuje a student Adamek bude
zkousen jako treti v poradi. Jaka je pravdépodobnost, ze u zkousky uspéje (vylosuje si
pravé tu otazku, kterou umi), jestlize:

a) tazené otézky se vraceji (nékolik studentu si tedy muze vylosovat tutéz otazku)?
b) tazené otazky se nevraceji?
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Reseni

a) Jestlize se otazky do losovactho osudi vraceji, jsou vSichni studenti ve stejné situaci
(at jdou ke zkousce kdykoliv): losuji ndhodné jednu otazku ze 20 moznych. Vyuzijeme
proto vysledek z Ulohy 1: Student Adédmek losuje jednu otdzku, nastane tedy prave
jeden ze vsSech stejné moznych (stejné pravdépodobnych) 20 vysledku pokusu. Jeho

pravdépodobnost je dana zlomkem 20

Zaver. Pravdépodobnost tazeni otazky, na kterou zna student Adamek odpoveéd,

je rovna 0= 0,05.
b) Jestlize se otdzky do losovaciho osudi nevraceji, muze si student Addmek vylosovat
yzadanou* otazku pouze tehdy, pokud si ji nikdo z jeho dvou predchidcii nevylosoval

(jev A). Losuje-li student Adamek jako tfeti v poradi, losuje ndhodné jednu otazku
z 18 moznych (jev B). Vysledna pravdépodobnost je tedy souc¢inem pravdépodobnosti

jevii A, B. Podle predchozi tvahy plati: P(B) = s

Pocet priznivych vysledku jevu A je pocet dvojic ze skupiny 19 otdzek (neni
mezi nimi Addmkova ,zadand“ otazka). Pocet moznych vysledktu prvych dvou tahi
je pocet vSech dvojic z puvodni sady otazek. Poradi, v jakém byly otazky tazeny, neni

podstatné. Proto
19
(2) _19-18 18
(20> T 20-19 20
2

(Je vidét, Ze pokud bychom chtéli rozliSovat potradi tazenych otézek, dostdvame stej-
nou pravdépodobnost.) Proto

P(A) =

1 18 1

Zdver. Pravdépodobnost tazeni otazky, na kterou zna student Adamek odpoveéd,

j — = 0,05.
je rovna 50 ,

Pozndmka. Jde o pravdépodobnost, ze si Adamek otazku vylosoval za predpokladu,
zZe si ji nevylosoval nikdo pred nim; pritom ale pravdépodobnost, Ze si otazku vylosuje za
predpokladu, Ze si ji uz nékdo vylosoval, je nulova.
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: permutace, kombinace, pravdépodobnost jevu

Student Adamek se nepripravil na zkousku, a tak z dvaceti moznych otazek umi
jen jedinou. Ten den bude zkouseno 10 zaki, zadani otazek se losuje a student Adamek
si muze vybrat, kolikaty v poradi bude zkousen. Jaké poradové ¢islo si ma zvolit, aby
pravdépodobnost, ze u zkousky uspéje (vylosuje si pravé tu otdzku, kterou umi), byla co
nejvetsi, jestlize:

a) tazené otézky se vraceji (nékolik studentu si tedy muze vylosovat tutéz otazku),
b) tazené otazky se nevraceji.

Reseni

a) Jestlize se otazky do losovactho osudi vraceji, jsou vsichni studenti ve stejné situaci
(at jdou ke zkousce kdykoliv): losuji nahodné jednu otédzku ze 20 moznych. Pravdeé-
podobnost tazeni ,zadané® otazky je vzdy dana zlomkem 2—10.

b) Jestlize se otdzky do losovaciho osudi nevraceji, muze si student Addmek vylosovat
yzadanou® otazku pouze tehdy, pokud si ji nikdo z jeho k predchiidcii nevylosoval
(jev A).

Losuje-li student Addmek jako (k + 1)-ni v poradi, losuje ndhodné jednu otazku
z 20 — k moznych a pocitdme pravdépodobnost jevu, Ze to bude ona ,zddand“ (jev B).
Vysledna pravdépodobnost je tedy souc¢inem pravdépodobnosti jevu A, B.

Podle predchozi uvahy plati: P(B) = 50— %

Pocet priznivych vysledki jevu A je pocet k-tic (k-prvkovych podmnozin) ze
skupiny 19 otazek (neni mezi nimi Addmkova ,,zaddand* otdzka). Pocet vSech vysledku
prvych dvou tahii je pocet vSech dvojic z ptuvodni sady otazek. Potradi, v jakém byly
otazky tazeny, neni podstatné. Proto

19

k)  19-18-...-(20—k) 20—k
(20)‘20-19-...-(20—k+1)_ 20
k

P(A) =

(Je vidét, ze pokud bychom chtéli rozlisovat poradi tazenych otézek, dostavame stej-
nou pravdépodobnost.) Proto
1 20 — k

1
P(ANB) = . = — = 0,05.
(ANB) 20—k 20 20 ’

Zaver.

a) Poradi, v némz pujde student Addmek ke zkousce, nema vliv na pravdépodobnost
tazeni ,zadané® otazky.

b) Pravdépodobnost tazeni otdzky, na kterou znd student Addamek odpoved, je vzdy
2—10 = 0,05. Ani v tomto pripadé nemé poradi, v némz pujde student Adamek ke
zkousce, vliv na pravdépodobnost tazeni ,,zadané“ otazky.
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Reseni (¢ast b) — jina tivaha)

Predpokladejme, 7Ze se ten den postupné vylosuje vSech 20 otazek, kazda jednou.
(Oc¢islujeme si je tedy 1-20.) Konkrétni poradi vylosovanych otézek je jedna permutace
¢isel 1-20. VSechna mozné poradi jsou vSechny permutace uvedené mnoziny (téch je
20!). Mezi nimi se kazda otdzka vyskytuje na kazdém misté ,stejné-krat“. Tedy otazka p
bude mezi vSemi permutacemi pravé 19!-krat na prvém misté, pravé 19!-krat na druhém
miste,. ..

Tedy: pravdépodobnost, ze otazka p bude tazena na misté k, je pro vSechna k stejna
(a rovnd 55 = 0,05).

Pokud se v dany den nevylosuji vSechny otazky, ale jen prvych deset, mtzeme si
,pokracovani losovani“ doplnit.

Zdroj: archiv autora, autor
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Sarka Gergelitsova, Ph.D.; sarka@gbn. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: pravdépodobnost, jevy, nezavislé jevy

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: klasicka definice pravdépodobnosti

Vecirku se zicastnilo z 1. roéniku 39 divek a 33 chlapci, ze 2. ro¢niku 42 divek a 36
chlapci, kazdy si koupil jeden los. Jaka je pravdépodobnost toho, ze hlavni cenu vyhraje

a) divka,
b) nékdo z 1. roéniku?

Reseni
Veéirku se zucastnilo celkem N = 39 4+ 33 + 42 + 36 = 150 studenti. Pocet vSech
moznych vysledki (kdo muze vyhrat hlavni cenu) je tedy 150.

a) Oznacme D jev, ze hlavni cenu ziska divka, divek je celkem Np = 39 + 42 = 8I,
pocet vysledkt priznivych jevu D je tedy 81. Podle definice pravdépodobnosti plati
_ Np 81

= — =054

P(D =
(D) N 150

Pravdépodobnost, ze hlavni cenu vyhraje divka je 54 %.

b) Oznacme R jev, ze hlavni cenu ziska nékdo z 1. ro¢niku; v ném je chlapcu a divek
celkem Ny = 39+33 = 72, pocet vysledku priznivych jevu R je tedy 72. Podle definice
pravdépodobnosti plati

M 72

= = =048

P(R) N 150

Pravdépodobnost, ze hlavni cenu vyhraje nékdo z 1. ro¢niku je 48 %.

Metodické poznamky
Na tomto materidlu lze ndzorné procvicit i pojem opacny jev a jeho pravdeé-
podobnost.

Uloha 2 (tiroven 1-2)
Predpokladané znalosti: definice pravdépodobnosti, kombinace

Vybereme libovolné 4 dny v tydnu.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze je mezi nimi streda?
b) Jaké je pravdépodobnost, ze mezi nimi stfeda neni?
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ReSeni
Nejprve zjistime, kolik je vSech moznych ¢tveric dni v tydnu. Tyden ma 7 dni, takze
jde o c¢tyrclenné kombinace ze sedmi prvki a téch je N = (Z) = 35.

a) Jev, Ze ve vybrané ¢tvetici je stieda, oznacme S, zjistime pocet Ng vysledki prizni-
vych jevu S. Jsou to ¢tverice, v nichz je stfeda a k ni dalsi trojice ze zbyvajicich 6
dnt; téchto trojic je Ng = (g) = 20 a stejné tolik je tedy ctveric se stredou. Pak

Ng 20
P(S)=—=— =0,5714.
Pravdépodobnost jevu, ze ve vybrané ¢tverici dnu v tydnu je stieda, je 57,14 %.
b) Zde jde o jev S” opacny k jevu S, takze pravdépodobnost, ze nastane, je P(S") =1 —
— P(9). Proto

Ng 20 15
P(S)=1—--"2=1-==— =0,4286.
(%) N 35 35 04286

Pravdépodobnost jevu, Ze ve vybrané ¢tverici dni v tydnu neni stfeda, je 42,86 %.

Metodické poznamky
Je mozno doporucit, aby si zaci prosli zptisob feseni této tlohy znovu, a to
na mirné pozménéném prikladu, kdy vybereme naptiklad jen 3 dny v tydnu.

Uloha 3 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: kombinace, definice pravdépodobnosti jevu, pravdeé-
podobnost dvou navzajem se vylucujicich jevi

7, anglické abecedy, ktera obsahuje 26 pismen, z toho 6 samohlasek, byla vylosovana
4 pismena.

a) Jaka je pravdépodobnost toho, ze ve skupiné je méné samohlasek nez souhlések?
b) Jaka je pravdépodobnost toho, Ze ve skupiné je pravé jedno z pismen x, y, 27

ReSeni
Nejprve zjistime, kolik existuje ruznych ¢tveric; jde o ¢tyrclenné kombinace z 26 prvk,
jejich pocet je N = (246) = 14 950.

a) Mohou nastat dva pripady, a to, ze ve skupiné neni zddna samohlaska (jev .Jy) nebo
ze je tam jen jedna (jev Jy).

e ad Jy: Pocet skupin tvorenych jen souhlaskami je Ny = (240) = 4845, pravdépo-
dobnost jejich vyskytu je
Ny 4845

P(J,) = =2 = =22
(o) N 14950
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e ad J;: Raznych samohlasek je 6 a ke kazdému tomuto pripadu se pridaji 3 sou-
hlasky, pocet trojic souhlasek je (230) = 1140, pocet N ctveric J; je tedy celkem
N1 = 61140 = 6840. Pravdépodobnost vyskytu téchto ¢tveric je

Ny 6 840

P(J;) = 2% = 2°—
(1) N 14950

Jo U Jy: Jevy Jy a Jp se vylucuji, takze plati

No+ Ny 4845+ 63840

P(JoU 1) = P(Jo) + P(1) = —— = —7o:5

= 0,7816.

Pravdépodobnost, ze ve skupiné je méné samohlasek nez souhlasek, je 78,16 %.
b) Tento jev ozna¢me J. Predpoklddejme, ze ve skupiné je pismeno z, ale neni v ni ani
y ani z (jev Jp). Kromé toho x jsou tu dalsi 3 pismena, vylouéime vsak y a z, takze
ty potiebné trojice vybirame jen z 23 pismen. Takovych trojic je Ny = (233) = 1771,

takze N 771
P(J) = -2 = "
(Jo) N 14950

Je-li ve skupiné pismeno y a nikoli x ani z, je situace presné stejna a stejna je i prav-
dépodobnost tohoto pripadu. Totéz dostaneme i pro z. Tyto tii pripady (jevy) se
vylucuji, takze

3Ny 31771

= ——— = 0,3554.

P(J)=3-P(h) = N 14950

Pravdépodobnost jevu v zadani b) je 35,54 %.

Metodické poznamky
Je vzdy mozno pocitat uz i dil¢i pravdépodobnosti, ale zde je zvolen zpiisob
racionalnéjsi a vzhledem k zaokrouhlovani i presné;jsi.

Uloha 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: kombinace, definice pravdépodobnosti jevu, pravdé-
podobnost dvou navzajem se vylucujicich jevii, pravdépodobnost nezavislych jevii

Skupina studentti, dvaceti divek a Sestnacti chlapcti, chee usporadat vecirek. Dohodli
se, ze o organizaci se bude starat péticlenny vybor, jehoz ¢lenové budou vylosovani.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ve vyboru budou mit divky vétsinu?
b) Vecirku se zicastni také sourozenci Adam a Eva. Jakd je pravdépodobnost, ze ve
vyboru bude nékdo z nich?

ResSeni
Nejprve zjistime, kolika zptisoby lze vybor sestavit. Skupina méa celkem 36 ¢lenti, pocet

pétic je dan jako pocet péticlennych kombinaci z 36 prvki, coz je N = (356) = 376 992.
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a) Maji-li vétsinu ve vyboru tvorit divky (jev J), pak to znamend, ze jich ve vyboru
bude 5 nebo 4 nebo 3 (jevy J5, Jy a J3).

e ad Js5; divek je celkem 20, takze pocet pétic je N5 = (250) = 15504.

o ad Jy; pocet moznych &tvefic divek je (%)) = 4845 a ke kazdé ctvefici divek lze
vzit jednoho chlapce ze Sestnacti, (116) = 16, coz dava N, = (240) . (116) = T77520.

e ad Js; z 20 divek lze vytvorit 20) = 1140 trojic a ke kazdé trojici pridame
dvojici chlapcii, téchto dvojic je (2) = 120, takze pocet téchto moznosti je celkem
Ny = (%) - () = 136 800.

Plati J = J5 U Jy U J3, pricemz se tyto tii diléi jevy navzajem vylucuji, takze

B N5 Ny N3
P(J)=P(J5) + P(Jy) + P(J3) = N + N + N
1 4 2 1 229 824
_ 5504 + 77520 4+ 136 800 _ 98 = 0.6096;
376992 376992

Hledana pravdépodobnost je 60,96 %.
b) Oznacme vybér Adama jako jev A, vybér Evy jako jev B, hledame P(A U B).

e Jev A; je-li vybran Adam, pak dalsi 4 k nému se vybiraji ze 35 zbyvajicich (véetné
Evy), takze pocet pétic s Adamem je Ny = (345) = 52360, takze
_ Na 52360

N 376992

e Jev B; situace je presné stejna, k Eve lze opét vybrat ¢tverici ze vSech zbyvajicich
(vEetné Adama), takZe jev B nastane Np = Ny = 52360krt a P(B) = 2.

e Jev AUB; Jevy A, B se nevylucuji (ve vyboru mohou byt souc¢asné Adam i Eva).
Najdeme P(A N B). Jsou-li ve vyboru Adam i Eva, pak z ostatnich 34 studentu

e e Vv

P(4)

Nanp 5984

N 376992
Pro pravdépodobnost jevu AU B, v pripadé, ze se jevy A, B nevylucuji, plati
Ny  Np  Nanp

P(ANB) =

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)= — + — — =
(AUB) =P(A4) +P(B) ~P(ANB) = 3 + 7 - ¢
52360 + 52360 — 5984
= = 0,2619.
376992 0,2619

Pravdépodobnost, ze ve vyboru bude Adam nebo Eva, je 26,19 %.

Metodické poznamky

V pripadé b) je vhodné neopirat se jen o vzorec pro vypocet P(A U B), ale
priblizit si situaci i takto: zjistime pocet pripadi, kdy je ve vyboru Adam, véetné
moznosti, ze je tam i Eva, to je zjisténé ¢islo N4. Pak uvazujeme pripady, kdy je
ve vyboru jen Eva, Adam ne, protoze spole¢né cClenstvi je zapocteno uz u Adama.
Pocet pétic, kdy je jen Eva, je proto Ng — Nanp a dojdeme ke stejnému vysledku.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnic¢ek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: pravdépodobnosti jevi a pocitani s nimi, opacny jev

V dilné, v niz pracovalo 9 muzua a 6 zen, prisly 4 osoby k trazu. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze to byly samé zeny.

Reseni
Moznych vysledkt je tolik, kolik kombinaci po 4 lze vytvorit z 15 prvki. Priznivych
pripadu je tolik, kolik Ize skupin po 4 lze vytvorit ze 6 prvki. Je tedy

p_ ) _ 6543 1 1
_(145)_15-14-13-12_7-13_91'
1

Zaver. Pravdépodobnost, Ze to byli samé Zeny je ol

Chceme dvéma kostkami hodit nejprve 4 a pak 5. Jaka je pravdépodobnost, Ze se

a) oba hody podafi,
b) zadny nepodaii,
¢) podafi jen prvy,
d) podari jen druhy?



4 1
a P_pl P2 36 36 108
b 33 32 22

P
P=p1-(1—p2)=%'2 27
P:(l_pl)'pQZ%';gG:ﬂa

Zaver. Pravdépodobnost, Ze se

oba hody podafi je W%sv

22

a)
) Zadny nepodafi je 3z,
)
)

=3

podaii jen prvy je 22—7,

podaif jen druhy je -o:.

c
d

Nadoba je rozdélena sténou ve dvé oddéleni; v jednou je 6 bilych a 10 ¢ervenych
kulicek, v druhém je 5 bilych a 7 ¢ervenych. Jaka je pravdépodobnost, ze bude vytazena
bila? Kdybychom sténu odstranili, kterd z obou pravdépodobnosti vytazeni bilé koule
bude vétsi?

namatkou sahneme do 2. oddéleni a odtud vytdhneme bilou, je p, = 5 - 15 = 5.
Tedy pravdépodobnost celkova, ze bud do 1. nebo 2. odd. sdhneme a bilou kouli
vytdhneme (oba jevy se vylucuji, sdhneme-li do prvé, nemizeme do 2.), je

ResSenti
Pravdépodobnost, ze sahneme do 1. oddéleni je %; ze odtud vytahneme bilou je % =
= %; tedy, ze oba ty jevy nastanou je pravdépodobnost p; = % . % :5 %; 5stejné, ze

3 ) 19

Po T w
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Kdybychom sténu odstranili, bylo by 11 bilych a 17 ¢ervenych kouli. Pravdépodobnost
vytazeni bilé koule by pak byla p3 = %. Pravdépodobnosti vytazeni bilé koule z nadoby
s prepazkou a bez ni jsou

_lo 13 11 132
=48 336 71T 28 336
Je tedy p > ps.
Zaver. Pravdépodobnost vytazeni bilé koule je ‘11—2. Po odstranéni prepazky se prav-
dépodobnost vytazeni bilé koule zmensi na %.

Zdroj:

Maska, O. Matematika v ilohdch. Algebra a geometrie. Nakladatelstvi Barvi¢ a Novotny,
Brno, 1947.

Obrazovy material:

Autor: doc. RNDr. Josef Zednik, CSc.; josef.zednik@centrum.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: pravdépodobnost priniku jevi

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: urceni pravdépodobnosti pruniku nezavislych jevi,
urceni pravdépodobnosti sjednoceni jevii

Pravdépodobnost narozeni divky je asi 0,485, pravdépodobnost narozeni chlapce je
asi 0,515. Jaka je v rodiné se tfemi détmi pravdépodobnost, ze prave dvé déti jsou divky?

ReSeni

Oznacme jev A: ,Nejstarsi dité je divka“, jev B: ,Prostredni dité je divka.“ a jev C":
.Nejmladsi dité je divka’, dale oznac¢me po fadé A’, B’, ¢’ jevy k nim opacné. Jevy A,
B, C' zrejmé muzeme pokladat za vzajemné nezavislé. Pravdépodobnost kazdého z téchto
jevi je P(A) = P(B) = P (C) = 0,485. Podle zadani maji dveé z déti byt divky a jedno
dité chlapec, maji tedy nastat pravé dva z jeva A, B, C.

Situaci muzeme rozdélit na tri diléi (navzdjem se vylucujici) pripady a urcit prav-
dépodobnost v kazdém z téchto pripadi. Vysledna pravdépodobnost pak bude souctem
téchto pravdépodobnosti.

(i) Nejstarsi dité je chlapec, ostatni jsou divky
P,=PANBNC)=P(A")-P(B)-P(C)=0,515-0,485-0,485 = 0,121.
(i) Nejstarsi dité je divka, prostfedni chlapec, nejmladsi divka
P;=P(ANB'NC)=P(A)-P(B)-P(C)=0,485-0,515-0,485 = 0,121.
(iii) Nejstarsi dité je divka, prostfedni divka, nejmladsi chlapec
Py =P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C") =0,485-0,485-0,515 = 0,121.
Vysledné pravdépodobnost je tedy P = P;+ P;;+ P;;; = 0,121+0,121+0,121 = 0,363.
Provedenou tivahu mtzeme zjednodusit néasledujicim zptisobem. Dvé z déti maji byt
divky a jedno dité chlapec, tomu odpovida (v néjakém poradi) soucin pravdépodobnosti

0,485% - 0,515. Dale jsou tii moznosti, které z déti je chlapec, proto je vyslednd pravdé-
podobnost P = 3-0,485% - 0,515 = 0,363.

Zdveér. V rodiné se tfemi détmi je pravdépodobnost 3-0,4852-0,515 = 0,363, Ze pravé
dvé déti jsou divky.

Metodické poznamky

Regen{ tlohy je zaloZeno pouze na uréeni pravdépodobnosti priiniku nezavis-
Iych jevii a na jednoduché tvaze. Ulohu mtizeme rovné fesit s vyuzitim Bernoul-
liho schématu, pripadné lze tlohu vyuzit jako motivaci pro jeho odvozeni.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: urceni pravdépodobnosti pruniku nezavislych jevi,
urceni pravdépodobnosti sjednoceni jevia

Pravdépodobnost narozeni divky je asi 0,485, pravdépodobnost narozeni chlapce je
asi 0,515. Pravdépodobnost, ze rodi¢, ktery ma jistou vrozenou chorobu, prenese tuto
chorobu na svého potomka, je 0,3 u potomka stejného pohlavi a 0,5 u potomka opacného
pohlavi. Rodicovsky par, kde otec trpi danou chorobou a matka je zdrava, ma jedno dité.
Jaka je pravdépodobnost, ze je dité zdravé (tj. netrpi danou chorobou)?

ReSeni

Dcera téchto rodici bude zdrava s pravdépodobnosti 1 — 0,5 = 0,5. Pravdépodobnost
jevu ,,Dité je divka a zaroven je zdravé.” je tedy 0,485 - 0,5 = 0,2425.

Syn téchto rodi¢tt bude zdravy s pravdépodobnosti 1 — 0,3 = 0,7. Pravdépodobnost
jevu ,Dité je chlapec a zaroven je zdravé! je tedy 0,515 - 0,7 = 0,3605.

Pravdépodobnost jevu ,Dité je zdravé.“ bude souc¢tem pravdépodobnosti jevu ,,Dité
je divka a zaroven je zdravé. a ,,Dité je chlapec a zaroven je zdravé., tedy

P = 10,2425 + 0,3605 = 0,603.
Zaver. Dité téchto rodici je zdravé s pravdépodobnosti 0,603.

Metodické poznamky

Resen{ tlohy je zaloZeno na ureni pravdépodobnosti priiniku nezévislych
jevu a pravdépodobnosti sjednoceni jevi se zfejmé prazdnym priunikem, zaroven
vyuziva pravdépodobnost jevii navzajem opacnych.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: urceni pravdépodobnosti pruniku nezavislych jevi,

urceni pravdépodobnosti sjednoceni jevii

Pravdépodobnost narozeni divky je asi 0,485, pravdépodobnost narozeni chlapce je
asi 0,515. Pravdépodobnost, ze rodi¢, ktery ma jistou vrozenou chorobu, prenese tuto
chorobu na svého potomka, je 0,3 u potomka stejného pohlavi a 0,5 u potomka opacného
pohlavi. Rodicovsky par, kde otec trpi danou chorobou a matka je zdrava, ma tii déti.
Jakd je pravdépodobnost, vsechny tti déti jsou zdravé a pravé dvé z nich jsou divky?

ReSeni

Oznacme jev Ki: ,Nejstarsi dité je zdrava divka’, Ks: ,Prostfedni dité je zdrava
divka.*, Kj3: ,Nejmladsi dité je zdrava divka’, Hy: ,Nejstarsi dité je zdravy chlapec.,
Hy: | Prosttedni dité je zdravy chlapec.“ a Hs: ,Nejmladsi dité je zdravy chlapec.”

Podle teseni predchozi tlohy je

P(K)) =P (K,) =P (K3) =P (K)=0485-05 = 0,2425,
P(H,) =P (H;) =P (H3) =P (H) =0,515-0,7 = 0,3605.
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Podle zadani maji dvé z déti byt zdravé divky a jedno dité zdravy chlapec, tomu
odpovidé (v néjakém poradi) soucin pravdépodobnosti P (K)*- P (H) = 0,24252 - 0,3605.
Déle jsou tii moznosti, které z déti je chlapec, proto je vysledna pravdépodobnost

P =3-0,2425% - 0,3605 = 0,0636.

Zaver. V dané rodiné je pravdépodobnost P = 0,0636, Zze vsechny tii déti jsou zdravé
a pravé dvé z nich jsou divky.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: PhDr. Lucie Ruzickova; lucie ruzickova@seznam.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: statisticky soubor, aritmeticky primeér, median, modus, kvartil, sméro-
datna odchylka

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: aritmeticky pramér, median, modus
Béhem pololeti dostal Petr z matematiky postupné tyto znamky: 3, 1, 2, 1, 1, 2, 2,
3, 1, 1, 2. Pavel dostal z matematiky postupné tyto znamky: 2, 3, 3, 4, 2, 2, 3, 2. Urcete
aritmeticky primér, median a modus hodnot jejich znamek.

ResSeni

Zmamky kazdého z zakiti miizeme povazovat za statisticky soubor, jehoz statistickou
jednotkou je jedna znamka (jednicka, dvojka, trojka, ¢tyrka), jeji hodnota (1, 2, 3, 4)
je pak statistickym znakem, tj. zkoumanou veli¢inou. Oznac¢me tuto veli¢inu v pripadé
Petra x, v pripadé Pavla y.

Aritmetickym prumérem (znac¢ime Z, resp. y) je soucet hodnot vSech znamek, déleny
jejich poctem (tzv. rozsahem statistického souboru), tedy

3+14+241+1+2+2+3+14+1+2 19 |

11 11

2+3+3+4+2+4243+2 21 .,
8 8 7

5]
Il

<
I

Medidnem (znacime Z, resp. g) je takové ¢islo, ze pravé polovina hodnot souboru je
mensi nebo rovna jak toto ¢islo a polovina hodnot vétsi nebo rovna jak toto ¢islo — jde
o ,,prostredni® hodnotu.

Abychom mohli median zjistit musime statisticky soubor znamek kazdého z zaku
usporadat vzestupné (nebo sestupné) podle hodnoty znamky (setridit). Dostaneme:

Petr: 1,1, 1,1, 1,2, 2,2, 2, 3, 3 Pavel: 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4.

Petriv soubor zndmek méa 11 prvkd, hleddme tedy takové ¢islo, aby 5 zndmek bylo
mensich nebo stejnych a 5 znamek bylo vétsich nebo stejnych — tedy 6 znamku v uspo-
radaném souboru, tou je dvojka, tedy = = 2.

Petr: 1,1, 1,1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3.

Pavliv soubor znamek ma 8 prvki, hleddme tedy takové ¢islo, aby 4 znamky byly
mensi nebo stejné a 4 znamky byly vétsi nebo stejné. Takové ¢islo se ale v Pavlové souboru
nenaléza, musi totiz lezet mezi 4 a 5 prvkem.

Pavel: 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4.

V tomto pripadé si muzeme median libovolné vybrat z intervalu (2, 3). Vétsinou se za
median voli stfed tohoto intervalu, tj. 7 = 2,5, ale lze zvolit jakékoliv jiné ¢islo z tohoto
intervalu.
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Modus (znacime Z, resp. §) je hodnota, kterd se v daném statistickém souboru vy-
skytuje nejéastéji. V piipadé nasich soubort je hned ziejma4, vidime, Ze & = 1 (vyskytuje
se bkrat), resp. § = 2 (vyskytuje se 4krat).

Zdver. Aritmeticky pramér, median a modus hodnot Petrovych znamek jsou po radé
x =173, & =2, 2 = 1. Aritmeticky prumeér, median a modus hodnot Pavlovych znamek
jsou po fadé y = 2,63, y € (2,3) (obvykle g =2,5) a § = 2.

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: vzorec pro vypocet vazeného aritmetického pruméru

Béhem pololeti dostal Petr z matematiky postupné tyto znamky: 1, 1, 2, 4, 5. Pavel
dostal z matematiky postupné tyto znamky: 5, 4, 2, 1, 1. Urcete:

a) aritmeticky pramér hodnot znamek u kazdého zaka;
b) vazeny aritmeticky prumér hodnot znamek u kazdého zédka v pripadé, ze viha znamky
je primo umérna jejimu poradi.

ResSeni

a) Vzhledem k tomu, Ze oba zici obdrzeli stejné zndmky, je aritmeticky prumér jejich
hodnot v obou pripadech stejny, a to
I1+1+2+4+5 13

— = 2,6.
) ) ’

b) V piipadé vazeného aritmetického pruméru je situace jind. Vzorec pro jeho vypocet

je
X1V +To Vo + ...+ Ty Un

V1 + V2 + ...+ Up
kde x1, ..., x, jsou hodnoty statistického znaku a vy, ..., v, jejich prislusné vahy.
Oznacime-li vahu prvni obdrzené znamky v, pak druha znamka v poradi ma vahu
2v atd. Je tedy vazeny aritmeticky primeér hodnot Petrovych znamek

Y

l-v+1-204+2-3v+4-4v+5-5v ~ 50v ~ 593
v+2v+3v+4v+5v 150 T
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Vézeny aritmeticky primér hodnot Pavlovych zndmek je

5-v+4-20+2-3v+1-4v+1-51)_28?1;187
v+ 2v+3v+4v+ Hv 150

Zdver. Aritmeticky pramér znamek je u obou zaku stejny, a to 2,6. Vazeny aritmeticky
prumér s vahou znamek primo tmeérnou jejich poradi je v Petrové pripadé priblizné 3,33,
v Pavlové ptiblizné 1,87. Petr se zhorsuje (3,33 > 2,6), Pavel se zlepsuje (1,87 < 2,6).

Metodické poznamky

Je vidét, ze vazeny aritmeticky prameér zachycuje snahu zaka o zménu jeho
studijnich vysledkti, zatimco aritmeticky pramér sice hodnoti vysledky zaka, ale
nerika nic o jeho studijnim tusili.

Uloha 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vzorec pro vypocet smérodatné odchylky
Pti nékolikerém opakovaném métreni délky tyce byly naméreny tyto hodnoty: 10,1,
10,2, 10,2, 10,1, 10,3, 10,2, 10,2, 10,1, 10,2, 10,3, 10,2, 10,1, 10,2, 10,1, 10,2.

a) Urcete absolutni a relativni ¢etnosti namétrenych hodnot.
b) Vypoctéte aritmeticky pramér z a smérodatnou odchylku s.

ResSeni

a) Absolutni ¢etnost hodnoty statistického znaku n; je pocet jeho vyskytu. Relativni
¢etnost f; dostaneme, vydélime-li absolutni ¢etnost rozsahem souboru n. Soucet vsech
relativnich c¢etnosti je tedy 1.

Sestrojime tabulku

il 1 2 3

;10,1 10,2 10,3
5 8 2

il 5 %

v niz z; je i-ta hodnota statistického znaku, rozsah daného souboru je n = 15.
b) Vazeny aritmeticky prumér namérenych hodnot je:
10,1-5+10,2-8 4 10,3 -2

r = = 10,18
Xz 15 )

Smeérodatna odchylka s je dana vzorcem

1
s=4| ———— (1 —2)%2 ny + (x2a — )% - no + (23 — T)? - n3)|.
\/n1+n2+n3 [(1 ) ! (2 ) 2 (3 ) 3)]
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Doplnime nasi tabulku o hodnoty vyrazi (z; — z)? proi = 1,2,3

l 1 2 3
z; 10,1 10,2 10,3
n; 5 8 2

zi—7 | —008 0,02 0,12
(z; — )2 | 0,0064 0,0004 0,0144

a vypocteme smérodatnou odchylku

1
5= \/ = (0,0064 - 5+ 0,0004 - 8 + 0,0144 - 2) = 0,065.

Zaver.

a) Statisticky znak nabyva hodnot 10,1, 10,2 a 10,3. Jejich absolutni ¢etnosti jsou po
radé 5, 8, 2, relativni ¢etnosti jsou po radé %, %, 1—25, v procentech priblizné 33,33 %,
53,33 % a 13,34 %.

b) Aritmeticky prumér namérenych hodnot je 10,18, jejich smérodatnéd odchylka je pfi-
blizné 0,065.
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Uloha 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: koeficient korelace

P1i pokusu byla postupné zmérena hodnota veli¢in = a y (viz tabulku):

11123 4 5 6
z; |5 1015 20 25 28
yi | 018 54 126 210 190

Rozhodnéte, zda mezi velicinami x a y existuje zavislost.

Reseni
O tom, zda mezi dvéma veli¢inami existuje néjaka zavislost, 1ze rozhodnout pomoci

korelacniho koeficientu, ktery je dan vzorcem
TL
(:)3

Z)(yi — )]
\/Z ;= ) \/Zl(yi—§)2

kde z; a y; jsou i-té namérené hodnoty, n je poCet méteni. Je-li |k| blizka 1, pak mezi
obéma veli¢inami zavislost existuje, je-li |k| blizkd 0, pak nelze o zavislosti jednoduse
rozhodnout (Veliéiny jsou tzv. nekorelované)

Vypocteme z = 17,17 a y = 99,67 a sestavime tabulku

i T Yi | i — T Yi — Y (xz - x)(yl y) (l‘l - "E)2 (yl - g)2
1 5 0 |—12,17 | —=99,67 1213,0 148,1 9934
21 10 | 18 | =7,17 | —81,67 585,6 51,4 6670
3| 15| b4 | —2,17 | —45,67 99,1 4.7 2086
4 | 20 126 2,83 26,33 74,5 8,0 693
5| 25 |210 7,83 | 110,33 863,9 61,3 12173
6 | 28 (190 10,83 90,33 978,3 117,3 8160
> 1103 | 598 3814,3 390,8 39716
Dosadime hodnoty do vzorce a dostaneme
S8l 0,97.

Vidime, Ze k je velmi blizké 1.

T /39139716

Zaver. Mezi obéma veli¢inami zavislost existuje.

Metodické poznamky
Vzorec pro vypocet koeficientu korelace je analogicky vzorci pro vypocet ko-
sinu thlu sevieného vektory o slozkach x; — x a y; — v.

Zdroj: Dilo autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail .com, miloslav.zavodnyQupol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: posloupnost

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: posloupnost, ¢leny posloupnosti
Je dana vodorovna tabulka o dvou Tadcich a n sloupcich (na obrazku ma tabulka
10 sloupctl), u niz rozeznavame levy a pravy konec. Do tabulky klademe kostky domina
bez ok o rozméru 2x1. Oznacme p,, pocet moznosti, jak mizeme do této tabulky polozit

n kostek domina. Urcete pi1, p2, ps3, p4, Ps5-

Reseni

1. Pro n =1 je jedind moznost, takze p; = 1. |:|

2. Pro n = 2 jsou dvé moznosti, takze py = 2.

3. Pro n = 3 jsou tTi moznosti, takze p3 = 3.

4. Pro n = 4 je pét moznosti, takze py, = 5.

5. Pro n = 5 je osm moznosti, takze ps = 8.

Zaver. Jepy =1, pa =2, p3 =3, pg =5, ps =8.

Metodické poznamky

Uloha je podstatou kombinatorickd, ale vysledky tvoii posloupnost, proto
je mozné zafadit ji do obou matematickych celkii. Uloha neni obtizng, nebot
vysledky se daji ziskat malovanim obrazku.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: posloupnost, ¢leny posloupnosti, kombinatorické pra-
vidlo souc¢tu, kombinatorické pravidlo soucinu

Je dana vodorovna tabulka o dvou tadcich a 10 sloupcich, u niz rozeznavame levy
a pravy konec. Do tabulky klademe kostky domina bez ok o rozméru 2x1. Oznac¢me
P10 pocet moznosti, jak mizeme do této tabulky polozit 10 kostek domina. Dokazte, ze
P10 = pa+p?, kde pg a ps jsou oznaceni z predchozi tilohy, a pomoci téchto hodnot urcete

P1o-
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Reseni

Vsimnéme si rozhrani mezi 5. a 6. sloupcem. Mohou nastat néasledujici pripady. Bud

pres toto rozhrani jsou polozeny dvé kosticky vodorovné ., nebo

na tomto rozhrani sousedi dva bloky 5x2, které neobsahuji spolecnou kostku domina

V prvnim tabulce zalezi jenom na tom, kolika zpiisoby se vyplni kostkami domina
prvni ¢tyfi sloupce a posledni ¢tyti sloupce, proto pocet moznosti v tomto pripadé je
p3. Ve druhém tabulce zdleZ{ jenom na tom, kolika zpiisoby se vyplni kostkami domina
prvnich pét sloupct a poslednich pét sloupcti, proto pocet moznosti v tomto pripadé je
p2. Obé uvedené moznosti jsou nezavislé, proto p1g = p3 + p2. Pomoci predchozi tlohy
uréime, Ze p1g = 5° + 82 = 89. Zkuste si je viechny nakreslit!

Zdveér. Je p1g = 5% + 82 = 89.

Metodické poznamky

Uloha je kombinaci kombinatoriky a posloupnosti, proto je mozné zatadit ji
do obou matematickych celkit. Uloha vyZzaduje znalost kombinatorickych pravidel
souctu a soucinu.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: posloupnost, ¢leny posloupnosti, binomicka véta

Je dana vodorovna tabulka o dvou radcich a 10 sloupcich, u niz rozeznavame levy a
pravy konec. Do tabulky klademe kostky domina bez ok o rozméru 2x1. Oznac¢me pqg
pocet moznosti, jak mizeme do této tabulky polozit 10 kostek domina. Dokazte, ze

(59 (59))

Porovnejte vypoctenou hodnotu s hodnotou z predchozi tlohy.

Reseni

Pro v§potet vywijeme binomickou vétu
no= g ((57) - (57) )
~va (o) * ()5 () (9+ (5)

11 5 (11 6 (11
+(5><\/5> +(6><\/5> +(7>( *

) ()" (1) (9" - ()




1
e (11\/5 165 - 5v/5 + 462 - 25v/5 + 330 - 1255 + 55 - 625v/5 + 3125\/5) -

1
= g (11165 5+ 462 - 25 + 330 - 125 4 55 - 625 + 3125) = 89.

Zaver. Je p1p = 89.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinatorika v geometrii

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: geometrické modelovani, otoceni kolem osy v prosto-
ru, sttedova soumeérnost v prostoru, rovinova soumérnost

Urcete pocet obarveni stén krychle dvéma barvami, jestlize cela sténa je vzdy obar-
vena jednou barvou a cela krychle miuze byt i jednobarevnd. Za stejna obarveni jsou
povazovana ta, kterd lze ziskat zobrazenim krychle v otoceni kolem osy, ve sttedové sou-
meérnosti ¢i v rovinové soumeérnosti.

Reseni

Oznacme si vrcholy krychle podle obrazku. Vezmeme cernou a bilou barvu. Inverz-
nim obarvenim k danému obarveni nazveme takové, kde se vzajemné vyméni obé barvy.
Vsechny moznosti obarveni jsou nasledujici:

1. Cela krychle je cernd; druhé obarveni je inverzni.

2. Jedna sténa je cernd, ostatni jsou bilé; druhé obarveni je inverzni.

3. Dvé stény jsou ¢erné, ostatni jsou bilé. Cerné stény mohou byt sousedni, nebo proti-
lehlé; k obéma situacim existuje inverzni obarveni.

4. TTi stény jsou cerné a tri bilé. Vyjdeme od obarveni, kdy byly dvé stény ¢erné a ctyri
bilé a systematicky probirame jednu sténu po druhé a sledujeme, zda vznikne nové
obarveni pro tii stény cerné a tri bilé. Existuji dvé moznosti pro cerné stény, jednak
ABCD, ABFE, BOCGF, jednak ABCD, ABFFE, EFGH. Zde inverzni obarveni je

nékteré z vyse jmenovanych, takze nové obarveni nedostaneme.

H G
|
|
|
FE I I
|
pl___ | o
7/
//
//
A B

Zaver. Pozadovanych obarveni je 2 + 2 4+ 4 + 2 = 10.
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Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: geometrické modelovani, otoceni kolem osy v prosto-
ru, sttedova soumeérnost v prostoru, rovinova soumeérnost

Urcete pocet obarveni vrcholl krychle dvéma barvami, jestlize vSechny vrcholy mohou
mit stejnou barvu. Za stejnd obarveni jsou povazovana ta, kterd lze ziskat zobrazenim
krychle v otoceni kolem osy, ve stfedové soumérnosti ¢i v rovinové soumérnosti.

Reseni
Oznacme si vrcholy krychle podle obrazku. Vezmeme ¢ernou a bilou barvu. Inverz-
nim obarvenim k danému obarveni nazveme takové, kde se vzajemné vymeéni obé barvy.

Vsechny moznosti obarveni jsou nasledujici:

1. VSechny vrcholy jsou ¢erné; druhé obarveni je inverzni.

2. Jeden vrchol je ¢erny, ostatni jsou bilé; druhé obarveni je inverzni.

3. Dva vrcholy jsou ¢erné, ostatni jsou bilé. Cerné vrcholy mohou byt napt. A a B, nebo
A a C, nebo A a GG; ke vsem témto situacim existuje inverzni obarveni.

4. Tt vrcholy jsou cerné, ostatni jsou bilé. Vyjdeme od obarveni, kdy byly dva vrcholy
¢erné a Sest bilych a systematicky probirame jeden vrchol po druhém a sledujeme, zda
vznikne nové obarven{ pro tfi vrcholy ¢erné a pét bilych. Cerné mohou byt vrcholy A
aBaC,nebo Aa B aG,nebo AaC aF; ke vsem témto situacim existuje inverzni
obarveni.

5. Ctyfi vrcholy jsou ¢erné a ¢tyfi bilé. Opét vychazime z piedchozich obarveni a sys-
tematicky hleddme pozadované obarveni. Cerné mohou byt vrcholy A a B a Ca D,
nebo AaBaCaFE nboAaBaCaF , neboAaBaCaG,neboAaBadG
a H, nebo A a C a F a H. Zde inverzni obarveni je nékteré z vyse jmenovanych,
takze nové obarveni nedostaneme.

Zaver. Pozadovanych obarveni je 2+ 24646 + 6 = 22.
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Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: geometrické modelovani, otoceni kolem osy v prosto-
ru, stredova soumérnost v prostoru, rovinova soumeérnost

Urcete pocet obarveni hran krychle dvéma barvami tak, ze ¢tyfi hrany maji jednu
barvu a zbylych osm m&a druhou barvu. Za stejnd obarveni jsou povazovana ta, kterd
lze ziskat zobrazenim krychle v otoceni kolem osy, ve stfedové soumérnosti ¢i v rovinové
soumernosti.

Reseni

Oznacme si vrcholy krychle podle obrazku. Vezmeme cernou a bilou barvu. Inverznim
obarvenim k danému obarveni nazveme takové, kde se vzajemné vyméni obé barvy.

Budeme potupné obarvovat jednu hranu ¢ernou barvou, pak k témto obarvenim pfi-
dédme druhou ¢ernou hranu atd. VSechny moznosti obarveni jsou nasledujici:

1. Jedna hrana je ¢ernd, ostatni jsou bilé; druhé obarveni je inverzni.

2. Dvé hrany jsou ¢erné, ostatni jsou bilé. Cerné hrany mohou byt napi. AB a BC,
nebo AB a CD, nebo AB a CG, nebo AB a GH; ke vSem témto situacim existuje
inverzni obarveni.

3. Tti hrany jsou Cerné, ostatni jsou bilé. Vyjdeme od obarveni, kdy byly dvé hrany
cerné a systematicky probirdme jednu hranu po druhé a sledujeme, zda vznikne nové
obarveni pro tii hrany ¢erné a devét bilych. Cerné hrany mohou byt napt. AB a BC
a C'D, nebo AB a BC' a AE, nebo AB a BC' a BF, nebo ABa BC a DH, AB a BC
a FF, ABa BC a GH,nebo AB a CD a FG, nebo AB a CG a FH; ke vSem témto
situacim existuje inverzni obarveni.

4. Ctyii hrany jsou ¢erné, ostatni jsou bilé. Opét vychdzime z predchozich obarveni
a systematicky hleddme pozadované obarveni. Cerné mohou byt hrany AB a BC
a CD a DA, nebo AB a BC' a CD a AE, nebo AB a BC a CD a BF, nebo AB
a BC aCD a EF, nebo AB a BC a CD a FG, nebo AB a BC a CD a EH, nebo
AB a BC a AE a CG, nebo AB a BC a AE a DH, nebo AB a BC a AE a GH,
nebo AB a BC' a BF a DH, nebo AB a BC a DH a FF, nebo AB a BC a DH
a GH, nebo AB a BC' a EF a FG, nebo AB a BC' a EF a GH, nebo AB a BC
a FF a FH, nebo AB a BC a GH a FH, nebo AB a CD a FG a FH, nebo AB
aCD a EF a GH; ke vsem témto situacim existuje inverzni obarveni.

Zaver. Pozadovanych obarveni je 36.

Metodické poznamky

Uloha je jednoduché, nevyzaduje 7adné podstatné znalosti, dileZitd je pouze
prostorova predstavivost a systematické probirani vSech moznosti. Shodnéa zob-
razeni v prostoru stac¢i chapat jen intuitivné. Je vhodné mit k dispozici model
krychle. Uloha je obtiznéjsi oproti predchozi tloze v poétu systematicky probira-
nych moznosti. Pocitat moznosti, kdy je pét ¢i Sest hran stejné barvy, je sice také
mozné, ale je to opakujici se proces, ktery neprinasi jiz mnoho nového, naopak
zde hrozi moznost chyby.
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Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinace bez opakovani

Urcete pocet thlopricek konvexniho n-thelniku (n > 3).

ResSeni

Kazda dvojice vrcholi je koncovymi body nékteré strany nebo thlopricky. Pro n vr-
cholit mame takovych dvojic praveé (g) Mezi nimi je n stran, proto pocet vsech tthlopricek
v konvexnim n-ihelniku je pravé

(S R}

2 2 "7 T

Predpokladejme, Ze zadné tii ihlopricky konvexniho n-tihelniku (n > 4) neprochéazeji
tymz bodem. Urcete pocet priisecikti thlopricek, které lezi uvnitt n-tthelniku?
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Reseni

Kazdy prusecik uhlopricek uvniti n-thelniku je urcen dvéma uhloprickami. Pritom
kazda z nich je uréena svymi dvéma koncovymi body. Jednomu priiseciku thlopticek tak
odpovidaji ¢tyti vrcholy n-tthelniku. Naopak, kazdé ¢tyti vrcholy n-tthelniku urcuji prave
jeden prusecik thlopticek (viz obr.).

Pocet pruseciki thlopticek uvnitt n-tithelniku je tak roven poctu vybéru ¢tyt vrchola
z danych n vrcholtl n-thelniku. Proto uvnitt n-thelniku lezi prave

(D (- 1)(7124I 2)(n — 3)

prusecikil ihlopricek.
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Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani
Predpokladejme, Ze zadné tii ihlopricky konvexniho n-tihelniku (n > 4) neprochézeji
tymz bodem. Na kolik ¢asti rozdéli thlopricky tento n-tthelnik?

ReSeni

Zakreslujme postupné uhlopricky do n-tthelniku. Pokud neni zakreslena zadna thlo-
pricka, strany n-tuhelniku ohranic¢uji jednu cast. Kazda uhlopricka s kazdym prusec¢ikem
s jinou thloprickou rozdéli jednu jednu jiz existujici ¢ast na dvé, pocet ¢asti se tedy zvysi
o 1, stejna situace nastane s koncovym bodem této thlopricky, ten také zvysi pocet jiz
existujicich c¢asti o 1. Pocet casti je tak roven souctu poctu vsech prisecikt tthlopricek
plus pocet vSech koncovych bodu thlopricek plus jedna (poc¢ateéni pocet ¢asti, viz obr).

Uzitim vysledk tloh 1 a 2 tak zjistime, Ze pocet vSech c¢asti, na které tuhlopricky
rozdéli n-ihelnik, je roven

n n(n —3) (n—2)(n—1)(n? —3n+12)
(4) LI 24

Pozn. Pokud wijeme b&nou dmluvu, 7e pro prirozend &sla n < k je (%) < 0, platf
tento vztah i pro n = 3.

Zdroj:

Engel A., Problem-Solving Strategies, Springer-Verlag, New York, 1998.
Obrazovy material: dilo autora

Autor: RNDr. Pavel Calabek, Ph.D.; pavel.calabek@upol.cz

52



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Prace s daty, kombinatorika, pravdépodobnost
Klicové pojmy: kombinace bez opakovani

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani

Kolik trojihelnikt ma vrcholy ve vrcholech daného konvexniho n-tthelniku?

TS = I
N
o

ReSeni
Jelikoz dany n-thelnik je konvexni, libovolna trojice jeho vrcholt urcuje vrcholy troj-
uhelniku. Z n vrcholi muzeme takovych trojic vybrat

(Z) - én(n ~1)(n—2).

Metodické poznamky
Jednoducha tloha na pocet moznych vybéra riznych trojic.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani, princip bijekce
Predpokladejme, Ze zadné tii thlopticky konvexniho n-thelniku (n > 6) neprochézeji
tymz bodem. Kolik trojihelnikti ma strany na thloptickach tohoto n-tihelniku, pricemz
zadny jejich vrchol neni vrcholem n-tihelniku?

ReSeni
Kazda strana takového trojuhelniku lezi na thlopti¢ce daného n-thelniku, ktera je

ur¢ena dvéma koncovymi body, vrcholy n-thelniku. Zadny z vrcholi trojihelniku neni
vrcholem n-thelniku, jeho strany proto urcuji Sest rtznych vrcholi daného n-thelniku.
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Naopak, kazdymi Sesti vrcholy daného n-tthelniku je urcen pravé jeden trojihelnik, jehoz
strany lezi na uhloptickach n-thelniku a pritom zadny vrchol tohoto trojihelniku neni
vrcholem n-thelniku.

Pocet trojuhelnikti danych vlastnosti je proto

(2) _ %On(n —D)(n —2)(n—3)(n — 4)(n—5).

Uloha 3 (tiroveii 3)
Predpokladané znalosti: kombinace bez opakovani, princip bijekce
Predpokladejme, ze zadné tii ihlopricky konvexniho n-tihelniku (n > 5) neprochéazeji
tymz bodem. Kolik trojihelniki ma strany na thloptickach tohoto n-tihelniku, pricemz
pravé jeden jeho vrchol je vrcholem daného n-tthelniku?

Resenti

Kazda strana takového trojihelniku lezi na thloptic¢ce nebo strané daného n-thelniku,
kterd je urc¢ena dvéma koncovymi body, vrcholy n-tthelniku. Protoze jeden vrchol trojihel-
niku je vrcholem n-ihelniku, urcuji tyto strany a tthlopticky 5 riiznych vrcholt n-tithelniku.
Naopak, z péti ruznych vrcholi n-thelniku mizeme vybrat jeden (péti zpusoby), ktery
bude vrcholem trojihelniku pozadovanych vlastnosti, a zbyvajici ¢tyti vrcholy jednoznac-
né urcuji tento trojuhelnik.

Pocet trojuhelnika danych vlastnosti je proto

o4



Predpokladejme, Ze zadné tii ihlopricky konvexniho n-tihelniku (n > 4) neprochézeji
tymz bodem. Kolik trojuhelnikii ma strany na thloprickach nebo stranach tohoto n-
thelniku, ptricemz dva jeho vrcholy jsou vrcholy daného n-tihelniku?

Resenti

Trojihelnik pozadovanych vlastnosti urcuje 4 vrcholy n-tthelniku, pritom kazdymi
¢tyTmi vrcholy jsou urceny ¢tyti trojuhelniky danych vlastnosti. Proto pocet trojihelniki
s danou vlastnosti je prave

4<Z> _ %n(n ) —2)(n—3).
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