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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Pythagorova véta

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Pythagorova véta

Urcete délku odveésny pravotuhlého trojuhelniku, vite-li, ze délka jeho druhé odvésny
je 7Tcm a délka prepony je 25 cm.

ReSeni

V pravotihlém trojtihelniku plati Pythagorova véta, tedy ¢ = a?+b?, kde pismenem c
je oznacena prepona a pismeny a, b odvésny pravouhlého trojihelniku. Je tedy ¢ = 25 cm,
a = Tcm a plati

b* =c® —a® =25 — 7" =625 — 49 = 576 = b = 24 cm.
Zavér. Druhd odvésna tohoto trojuhelniku ma délku 24 cm.

Metodické poznamky
Uloha je zékladni tlohou na vyuziti Pythagorovy véty.

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: pravothly trojuhelnik, Pythagorova véta, délitelnost

V pravouihlém trojuhelniku je délka jedné odvésny 13 cm. Urcete délku druhé odvésny
a prepony tak, aby vsechny strany trojuhelniku mély v cm celoc¢iselnou délku.

Reseni

Délku prepony v uvazovaném trojuhelniku ozna¢me ¢ a druhou odvésnu b. Z Pytha-
gorovy véty tak mame 132 = ¢ — b2, Dale podle zndmého vzorce pro rozdil druhych
mocnin dostaneme rovnici 169 = (¢ — b)(c + b). Hledana ¢isla b a ¢ jsou celd, proto ¢isla
c—ba c+bjsou také cela. Cislo 169 je mozno rozlozit na soucin bud 1-169, nebo 13- 13.
Druha moznost vsak nevyhovuje nasi rovnici, nebot ¢isla ¢ — b a ¢ + b jsou ruzna. Tedy
nutné ¢ —b =1 a c+ b = 169. Z této soustavy linedrnich rovnic vypocitame sectenim
obou rovnic nezndmou ¢ (¢ = 85). Z prvni rovnice pak vyjadiime nezndmou b (b = 84).

Zaver. Strany trojihelniku maji délky 13 cm, 84 cm a 85 cm.

Metodické poznamky
Uloha kombinuje znalosti Pythagorovy véty s pouzitim vzorce pro rozdil ¢tver-
cl, s délitelnosti a fesenim jednoduché soustavy linearnich rovnic.
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Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: pravothly trojuhelnik, Pythagorova véta, délitelnost
V pravothlém trojihelniku je délka jedné odvésny p, kde p je prvocislo. Urcete délku
druhé odveésny a prepony v zavislosti na p tak, aby vSechny strany trojuhelniku mély
celociselnou délku.

Resenti
Jednd se o zobecnéni predchozi tlohy. V ni byla ddna délka odvésny (prvoéiselnd),
coz snizilo pocet moznosti uvedené faktorizace na jedinou. Preponu v tomto trojihelniku
ozna¢me ¢ a druhou odvésnu b. Mame tak rovnici p? = ¢? — b? a ji odpovidajici soustavu
rovnic ¢ —b =1 a ¢+ b = p?. Celociseln4 feseni této soustavy jsou tedy
p*—1 P’ +1
a c= .

2 2

P - ; s o2 21 241
Zdveér. Strany trojihelniku maji délky p, f5— a 5=,

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: planimetrie, konstrukce na zakladé vypoctu

Uloha 1 (troveti 1)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, Eukleidovy véty, Thaletova véta

Narysujte tsecku délky v11 + /2.

Reseni

Ulohu rozdélime na dvé ¢dsti. Pro v/11 pouzijeme napifklad Eukleidovu vétu o vysce
v = /T4 - Tp Viz obr. 1. Sestrojime usecku |AB| = 12. Rozdélime ji bodem P, tak, aby
platilo |AP| = 1; |PB| = 11. Nad AB sestrojime Thaletovu kruznici. Bodem P vedeme
kolmici k tsec¢ce AB, jeji prusecik s Thaletovou kruznici oznac¢ime X. Potom |PX| = V/11.

X
V11
> 11
AP B
Obr. 1

Pro velikost tsecky /2 mizeme zvolit napifklad vétu Pythagorovu. Sestrojime pra-
vouhly rovnoramenny trojihelnik K LM o odvésnach délky 1. Prepona K L tohoto troj-
thelniku mé délku /2.

Zaver. Tyto dvé tusecky PX a KL naneseme za sebou na polopiimku.

Metodické poznamky
Pro sestrojeni tisecky /11 4 /2 miizeme pouzit i Eukleidovu vétu o odvésné.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, Eukleidovy véty, Thaletova véta,
podobnost trojuhelnikii

Je dana tsecka KL o délce a. Sestrojte usecku délky % - a.

Reseni

Pro feseni vyuzijeme podobné trojihelniky. Zvolme libovolny tihel s vrcholem V' viz
obr. 2. Na jednom rameni sestrojime tsecku V A tak, aby platilo |V A| = a a tsecku VC
o délce /2 (viz predchozi piiklad), na druhém rameni sestrojime tsecku VB velikosti
V11, mizeme pouzit také postup z predchoziho prikladu. Bodem A vedeme rovnobézku

5



s piimkou BC, jeji prisecik s ramenem V B ozna¢ime X. Usetka VX m4 hledanou délku

ﬁ; - a. 7 podobnosti trojihelnika VBC a VX A vyplyva

VX[ VA

VA|-|VB]
\VB|  |VC| '

tedy, VX|= Vel

~o

Obr. 2

Zaver. Sestrojena tsecka VX ma délku vyhovujici podminkam tlohy.

Metodické poznamky
Jednd se o uziti ¢tvrté geometrické imérné, je to propojeni mezi algebraickymi
Upravami vyrazu a geometrii.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: ¢tvrta geometrickd tmérna

Je dan trojuhelnik ABC'. Uvnitr stran AC, BC sestrojte po radé body M, N tak,
aby tsecky CM a BN byly shodné a pritom M N byla tsecka rovnobéznd s AB.

Reseni
Ozna¢me |CM| = |BN| = z. Protoze M'N je rovnobéznd s AB, na zakladé podob-
nosti trojihelnikit ABC' a M NC' plati

|C'M| B |C'N]|
|AM|  |BN|’

tedy pri obvyklém znaceni stran plati

x a—x
b—ux x
Vyjadiime neznamou
ab
r = :
a+b

Konstrukce. Na poloptimce C'B sestrojime za bodem B bod P tak, aby |BP| = b.
Bodem B vedeme poloptimku rovnobéznou s AP. Oznac¢ime M jeji prisecik s AC. Déle
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Obr. 3

bodem M vedeme rovnobézku s AB a jeji prusec¢ik s C'B oznac¢ime N. Potom M a N
jsou hledané body.

Zdver. Uloha mé jediné feSeni. V trojihelniku APC' je bod B vnitfnim bodem strany
CP a protoze BM je rovnobézna s AP, je také M vnitinim bodem tusecky AC.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Lenka Machkovd; machkova@gjkt.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Pythagorova véta

Uloha 1 (diroveti 1)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Pythagorova véta
Vypoctéte délku tkanicky, pomoci niz si zavazeme botu se Sesti dirkami na kazdé
strané. Tkanicku zavazeme vzorem znazornéném na obrazku. Mezi dirkami vedle sebe je
vzdalenost 1 cm a obé fady direk jsou po utazeni vzdaleny 3 cm. Neuvazujte ¢ast tkanicky
potrebou na smycku.

3 cm

1 cm

ReSeni
Je ztejmé, ze se cely vzor sklada z usecek dvou délek. Dvé tsecky délky 3cm jsou

na zacatku a na konci vzoru. Mezi nimi je 10 tsecek délky /32 + 12 = y/10cm, coz
vypocteme podle Pythagorovy véty. Délka tkanicky je 2 -3 4+ 104/10 = (6 4+ 10+/10) cm.

Zavér. Na zavazani této boty je potieba tkanicka délky (6 + 104/10) cm.

Metodické poznamky
Uloha je typickym prikladem vyuziti Pythagorovy véty, 1ze ji proto povazovat
za tulohou aplikac¢ni.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojihelnik, Pythagorova véta

Vypoctéte délku tkanicky z tlohy 1 pro rozte¢ mezi vedlejsimi dirkami s oznacenim
a a vzdalenost mezi fadami direk s oznacenim b, jestlize n je pocet direk v jedné radeé.

ReSeni

Postupujeme podobné jako v feseni tilohy 1. V tloze 1 snadno spocitame pocet vsech
usecek na obrazku. Nyni je potfeba uvédomit si, kolik bude tsecek, jejichz délka je pre-
ponou pravoiuhlého trojihelniku s odvésnami a a b. Z kazdé dirky, kromé posledni, na
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kazdé strané vede jedna takova usecka, a proto je jejich pocet 2n —2 = 2(n — 1). Celkova
délka tkanicky je pak 2b+ 2(n — 1)va? + b2.

Zaver. Délka tkanicky je 2b+ 2(n — 1)va? + b2.

Uloha 3 (tiroveti 2-3)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Pythagorova véta
Tkanicky do zavazovacich bot navléka obuvnik vzorem z obrazku 1. Obuvnik vyrabi
v daném meésici tii typy obuvi, jejichz parametry jsou uvedeny v tabulce. Kolik celych
metra tkanicek mé objednat na tento meésic? Pocitejte, ze na smycku je potreba 0,5m
tkanicky. S ohledem na celkovou ztratu na prostiih navyste hodnotu o 5 %.

Pocet direk | Vzdalenost Vzdalenost
Typ bot na jedné sousednich mezi fadami | Pocet part
¢islo strané direk v em v cm bot v mésici
1. 12 2 4 500
2. 6 1 3 1000
3. 4 1 3 800
ReSeni

Jelikoz mame tti druhy bot, najdeme nejdiive obecny vzorec pro délku tkanicky bez
smycky stejné jako v tloze 2. Délku tkanicky do boty typu 1, 2, 3 oznac¢ime po tadé Dy,
Dg, D3. Pak

Dy =2 (0,04 +11-/0.02% + 0,042) — 0,084 22- /0,002 m,
Dy —2 (0,03 + 5./0,01% + 0,032) — 0,06 + 10 - /0,001 m,
Dy =2 (0,03 + 3./0012+ 0,032> — 0,06+ 6- /0,001 m.

Tedy celkem 2(500D; + 1000D5 + 800D3) + (500 + 1000 + 800) = 4515,904 m. Zbyva za-
pocitat predpokladanou pétiprocentni ztratu pii stithani tkanicek. Celkem bude potteba
1,05 - 4515,904 = 4742 m tkanicky.

Zdver. Obuvnik musi na tento mésic nakoupit 6149 m tkanicky.




Zdroj:

Stewart L.: Jak rozkrdjet dort a dalsi matematické zdhady. Dokoran a Argo; Praha, 2009.
Obrazovy material: dilo autora

Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Pythagorova véta

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Pythagorova véta
Na obrazcich 1, 2 a 3 jsou po radé zndzornény znazornény americky, evropsky a ob-
chodni zpiisob snérovani tkanicky v boté o osmi dirkéch na jedné strané. Vypoctéte délky
tkanicky, ktera je potfeba na zasnérovani boty vSemi nize uvedenymi zpusoby. Jednotlivé
délky porovnejte.

A B C D E F G H

g
(&)
e
1 cm
Obr. 1 Americky styl
A B C D E F G H
g
]
(ap]
1 cm
Obr. 2 Evropsky styl
A B C D FE F G H
g
(]
™

1 cm

Obr. 3 Obchodni styl
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Reseni

Vypocitame délky jednotlivych tsecek na obrazcich a secteme je. Nékteré z nich lze
vycist pfimo z obrazku a jiné vypocitame pomoci Pythagorovy véty.

Americky styl:

2.347-2-/12432 =6+ 14v/10 = 50,272 cm.
Evropsky styl:
8:3+2 V12 +32+6- /22 +32 = 24 + 2V/10 + 6v/13 = 51,958 cm.
Obchodni styl:

8-34+7-V12432+1-/T72+32=24+7V10 + /58 = 53,752 cm.

Zaver. Pokud budeme tuto botu sSnérovat jednotlivymi styly, budeme potiebovat tka-
nicky délek uvedenych vyse. Nejdelsi tkanicka je potfeba na styl obchodni a nejkratsi na
styl americky.

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Pythagorova véta

Spocitejte délky tkanicky pro jednotlivé typy Snérovani z tlohy 1 pro obecny pocet
direk vétsi nez 3 na jedné strané boty.

ReSeni

Postupujeme podobné jako v Teseni tlohy 1. Oznacme pocet direk na jedné strané

boty pismenem n, n > 3.
Americky styl:

2.3+ (n—1)-2-v12+432 =6+ 2(n — 1)VI0.
Evropsky styl:
n-3+2 V12+32+(n—2)-vV22+32=n-3+2V10+ (n — 2)V/13.
Obchodni styl:

n-34+m—1)-V1243241-y/(n—12+32=n-3+(n—-1)VI0+/9+ (n—1)2
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Zaver. Délky tkanicek navlecenych jednotlivymi styly vypocteme podle vyse uvede-
nych vzorcta pro n > 3.

Uloha 3 (troveti 3)
Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, Pythagorova véta
Spocitejte délky tkanicky pro jednotlivé typy snérovani z tlohy 1 pro obecny pocet
direk vétsi nez 3 na jedné strané boty a obecnou vzdalenost mezi dirkami a obecnou
rozteCi mezi fadami direk na boté.

ReSeni

Vzdalenost mezi obéma radami ozna¢me pismenem a a rozte¢ mezi dirkami oznac¢me
pismenem b.

Americky styl:

2-a+(n—1)-2-va®+ b2
Evropsky styl:
n-a+2-va®+b+ (n—2)4b> + a?.
Obchodni styl:

n-a+(n—1)-\/a2+bz+1-\/bQ(n—l)z—i-aQ.

Zaver. Délky tkanicek navlecenych jednotlivymi vzory vypocteme podle vyse uvede-
nych vzorct pro n > 3.

Zdroj:

Stewart 1.: Jak rozkrdjet dort a dalsi matematické zdhady. Dokoran a Argo; Praha, 2009.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Caldbek

Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: trojuhelnik, prusecik vysek, zobrazeni

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: trojihelnik, vlastnosti pruseciku vysek (ortocentra)
Sestrojte trojuhelnik ABC', je-li dan prusecik vysek V' a primky, na nichz lezi strany
BC', AC trojihelniku.

Reseni
Kazda vyska trojuhelniku prochazi vrcholem a je kolmé k odpovidajici strané. Vysky
ke stranam a, b umime sestrojit, a tak umime nalézt k témto stranam odpovidajici vrcholy.

Obr. 1: Vysky trojihelniku s vyznacenymi vrcholy

Postup konstrukce

1. Priisecik danych ptrimek a, b je vrchol C.

2. Bodem V' vedeme kolmice v,, v, k danym primkam a, b.

3. Sestrojime vrcholy A, B jako pruseciky sestrojenych vysek s danymi primkami stran:
vaNb={A}, v, Na={B} (obr. 1).

Zaver. V pravouhlém trojihelniku lezi prisecik vysek ve vrcholu pravého thlu. Jsou-li
dané primky a, b navzajem kolmé a dany bod V nelezi v jejich priseciku, nemé tuloha
feseni. Jsou-li dané primky a, b navzajem kolmé a dany bod V' lezi v jejich priseciku,
neni trojuhelnik urcen. Nejsou-li dané primky a, b navzajem kolmé a dany bod V lezi
v jejich pruseciku, nemad tloha feseni. V ostatnich piipadech ma tloha jediné feseni.

Reseni (nastin jiného Fesenf)

Znaly Tesitel muze postupovat také takto: Obrazy ortocentra v osovych soumeérnos-
tech s osami v primkach prolozenych stranami trojuhelniku lezi na kruznici trojuhelniku
opsané. Muzeme tedy sestrojit zminéné obrazy bodu V' — body V' a V" — a opsanou kruz-
nici urc¢enou body C, V', V" kterd protind dané primky stran ve zbyvajicich vrcholech.
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Metodické poznamky
Uloha je velmi snadna a jejim cilem je upevnit poznatky o vlastnostech pri-
seciku vysek trojuhelniku.

Uloha 2 (troveri 2)
Predpokladané znalosti: trojihelnik, vlastnosti pruseciku vysek (ortocentra)
Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li déany tii nekolinedrni body (body, které nelezi
v jedné primce): prusecik vysek V' a paty vysek P,, P, po fadé na strany trojihelniku
BC, CA.

Reseni

Kazda vyska trojuhelniku prochéazi vrcholem a je kolmé na protilehlou stranu. Vysky
na strany a, b umime sestrojit, a poté umime sestrojit i primky k nim kolmé, na nichz
lezi strany trojuihelniku a, b. Tim jsme ulohu prevedli na predchozi pripad.

Obr. 2: Vysky trojihelniku s vyznacenymi vrcholy

Popis konstrukce

Sestrojime vysky (primky) v, = VP, v, = V P.

Body P,, P, vedeme kolmice a, b k sestrojenym primkam v, vp.

Prisecik ptimek a, b je vrchol C: {C} = aNb.

Sestrojime vrcholy A, B jako pruseciky vysek s primkami na nichz lezi odpovidajici
strany: v, Nb = {A}, v, Na = {B} (viz obr. 2).

=W e

Zaver. V pravouhlém trojihelniku lezi prisecik vysek ve vrcholu pravého thlu. Jsou-li
primky V P,, V P, navzajem kolmé, nemd tloha feseni. V ostatnich pripadech ma tloha
jediné Teseni.

Reseni (nastin jiného Feseni)
Znaly Tesitel mize i zde vyuzit kruznici opsanou trojuhelniku: Obrazy ortocentra

v osovych soumérnostech s osami v primkach prolozenych stranami trojihelniku lezi na
kruznici trojihelniku opsané. Jsou tedy soumeérné i ve stredovych soumérnostech se stredy

15



v patach vysek. Muzeme tedy sestrojit obrazy V' a V' vrcholu V' a kruznici uréenou body
C, V' V" kterd protind piimky stran (kolmic k V' P,, V' P,) ve vrcholech B, A.

Metodické poznamky

Uloha je stéle velmi snadnd, na rozdil od Ulohy 1 vSak potiebuje jeden krok
— sestrojeni primek stran — navic. Uvédomit si potfebné vztahy a sestrojit z nich
vyplyvajici objekty byva v geometrii pro mnohé zédky obtizné.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: trojuhelnik, vlastnosti pruseciku vysek (ortocentra),
stredova soumérnost

Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li dény tii nekolinedrni body (body, které nelezi

v jedné primce): prusecik vysek V', pata vysky P, na stranu BC a stred S strany C'A.

ResSeni

Kazda vyska trojuhelniku prochazi vrcholem a je kolma na odpovidajici stranu. Vysku

v na stranu a, a tedy i pfimku, na niz lezi strana a, umime sestrojit (obr. 3). Vrchol A
lezi na vysce v,, vrchol C' na stranach a, b a dany bod 5 je stfed strany b, tedy stred
usecky AC. Body A, C jsou obrazy jeden druhého ve stredové soumérnosti se stredem Sp.

N O U = W N~

Popis konstrukce

. Sestrojime vysku (primku) v, = V' P,.

. Bodem P, vedeme kolmici a k sestrojené ptimce v, (obr. 3).

. Sestrojime piimku o’ jako obraz piimky a ve stfedové soumérnosti se sttedem Sj.
. Sestrojime vrchol A: v, Na’ = {A}.

. Sestrojime primku b = AS; a jeji prisecik C' s ptimkou a: bNa = {C} (obr. 3).

. Vedeme kolmici v, k pfimce b bodem V.

. Sestrojime jeji prusecik B s primkou a: vy Na = {B} (obr. 3).

Pozndmka. 3. a 4. krok konstrukce jsme mohli vést pomoci obrazu primky v,:
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3. Sestrojime vysku v/, jako obraz piimky v, ve stfedové soumérnosti se stiedem Sp.
4. Sestrojime vrchol C: v/, Na = {C}.
5. Sestrojime vrchol A — obraz bodu C' ve stiedové soumérnosti se stredem Sy,.

Zdver. Pokud by stied Sy strany b lezel na strané a, splyval by s vrcholem strany b
a trojtihelnik by splynul v tsecku. Je-li tedy primka P,S, kolméa na primku P,V , nema
tloha Teseni. V ostatnich pripadech ma tloha jediné feseni.

Zdroj:

Holan, T., Gergelitsova, S.: GeoTest [online]. Praha, 2011, [cit. 2013-07-30], dostupné
www: http://geotest.geometry.cz

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: RNDr. Sirka Gergelitsovd, Ph.D.; sarka@gbn. cz

17



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie

Vviev

Vvoev

Vvev

a stredy S,, Sy stran po radé BC', AC trojihelniku.

ResSeni

Na ptrimkach T'S,, T'S, lezi téznice t,, t; trojihelniku. Vzdalenost vrcholu od tézisteé je

Obr. 1: Tézisté, vrcholy a stfedy protilehlych stran

Popis konstrukce

1. Sestrojime téznice (primky) t, = T'S,, tp= T'Sp.

2. Na téznicich sestrojime body A, B na polopiimkach opac¢nych k poloptimkam T'S,,
TSy, ve vzdalenostech |TA| = 2|T'S,|, |TB| = 2|T'Sh|.

3. Sestrojime stranu ¢ = AB.

. Sestrojime primky stran a, b: a = BS,,b = ASy.

5. Prisecik (vzdy raznobéznych) piimek a, b je vrchol C: anb = {C}.

W

Pozndamka. Od 3. kroku muzeme postupovat i jinak. Napriklad sestrojit stred S,
strany AB.

Zaver. Uloha ma jediné reseni.

Metodické poznamky
Uloha je velmi snadna a jejim cilem je upevnit poznatky o vlastnostech téznic

Vvoev
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Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: trojuhelnik, stfedy stran, osy stran, kruznice opsana
trojuhelniku

Sestrojte trojuhelnik ABC| jsou-li dédny tii nekolinedrni body (body, které nelezi
v jedné piimce): stied O kruznice trojihelniku opsané a stiedy S,, Sy stran po radé BC)|

CA.

Reseni
Piimky OS,, OS, jsou osy stran BC', C'A. Strany BC', C'A jsou ke svym osam kolmé,
a umime tudiz sestrojit ptimky, na nichz lezi.

Obr. 2: Stred kruznice opsané a osy a stiedy stran

Popis konstrukce

. Sestrojime osy stran o, = OS,, 0p = O.5p.

. Body S, Sp vedeme kolmice a, b k sestrojenym osam o, 0p.

. Prusecik piimek a, b je vrchol C: anb = {C}.

. Sestrojime kruznici o se sttedem O prochéazejici bodem C' — kruznici opsanou troj-
thelniku ABC": o(O;|0C|).

5. Sestrojime zbyvajici vrcholy A, B jako pruseciky kruznice opsané o s primkami, na

nichz lezi strany trojihelniku. oNb = {A}, oNa = {B}.

O R

Zaver. Je-li trojuhelnik OS,Sy, pravouhly s odvésnou S,Sp, protinaji se kolmice a, b
k S,0, Sp0O v jednom z danych stredu stran a tloha nema feseni. V ostatnich pripadech
ma tloha jediné reseni.
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: trojuhelnik, vlastnosti ortocentra, stiredova soumér-
nost

Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li dény tii nekolinedrni body (body, které nelezi
v jedné primce): pata vysky P, na stranu BC' a stiedy S,, S stran po radé BC, C'A.

ReSeni
Primka strany a je urcena body P,, S,. Vyska na tuto stranu je kolmice k a v bodé
P, (obr. 3). Vrchol A lezi na vysce v, , vrchol C' na stranach a, b a dany bod S, je stfed

strany AC. Body A, C jsou obrazy jeden druhého ve stfedové soumérnosti se stredem Sy
(obr. 3). Bod S, je stfed tsecky BC (obr. 3).

Popis konstrukce

Sestrojime primku a = P,S, a k ni v bodé P, kolmici v, — vysku na stranu a.
Sestrojime primku @’ jako obraz pfimky a ve stiedové soumérnosti se stredem Sj.
Sestrojime vrchol A: v, Na' = {A}.

Sestrojime primku b = AS; a jeji prisecik C' s primkou a: bNa = {C} (obr. 3).
Sestrojime bod B jako prusecik primky a a kruznice se stfedem S, prochézejici bo-

dem C: k(Sg; [59.C|) Na = {B} (obr. 3).

Ao

Poznamka. 4. a 5. krok konstrukce jsme mohli vést pomoci stfedové soumérnosti, jde
vsak v principu o tutéz konstrukei:

4. Sestrojime bod C' stfedové soumérny s bodem A v soumérnosti se stredem Sp.

5. Sestrojime (na pfimce a) bod B stfedové soumérny s bodem C' podle stiedu S,,.

Zdver. Pokud by byla poloha bodu takova, ze by bod Sy byl stfedem tsecky S, A,
splyval by stfed strany a s jejim vrcholem C' a trojuhelnik ABC by splynul v tsecku.
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Tato poloha nastava pravé tehdy, je-li trojuhelnik P,S,S, rovnoramenny se zakladnou
P,S,. V tomto pripadé nema uloha feseni. V ostatnich pripadech ma tloha jediné reseni.

Reseni (nastin jiného reseni)

Zkusengjsi zaci si mohou uvédomit, ze Sy, jako stfed prepony pravoihlého trojuhelniku
je zaroven stredem kruznice jemu opsané. Proto po sestrojeni primek a a P, A jsou body
C a A jejich priseciky s kruznici se stfedem Sy prochazejici bodem P,.

Zdroj:

Holan, T., Gergelitsova, S.: GeoTest [online]. Praha, 2011, [cit. 2013-07-30], dostupné
www: http://geotest.geometry.cz

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: RNDr. Sirka Gergelitsova, Ph.D.; sarka@gbn. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: shodnd zobrazeni (stfedova soumérnost)

Uloha 1 (troven 3)
Predpokladané znalosti: Ctverec a jeho vlastnosti, definice stredové soumeér-
nosti, zobrazeni bodu a primky ve stredové soumérnosti

Jsou dany dvé riznobézky a, c a bod S, ktery nelezi na zadné z nich. Sestrojte ¢tverec
ABCD tak, aby A € a, C' € ¢ a bod S byl stfedem ctverce.

ReSeni

Rozbor. (obr. 1) Predpokldddme, ze ma uloha feSeni. Protoze bod S je stiedem hle-
daného Ctverce, je stredem tsecky AC, ktera je jeho thloprickou. Body A a C' jsou tudiz
navzajem vzor a obraz ve stfedové soumeérnosti se stfedem S. Bod A m&a byt bodem
primky a, proto bod C' jako jeho obraz bude bodem obrazu piimky a, tj. bodem piimky
a’. Pro bod C' tak mame dvé podminky: C' € ¢ a C € d/. Bod A je obrazem bodu C
ve stfedové soumérnosti se stredem S. Ve ¢tverci se thlopricky navzajem pili a jsou na
sebe kolmé. Tyto dvé vlastnosti vyuzijeme pro sestrojeni bodi B a D, ty lezi na kolmici
k tsecce AC,

ISB| = |SD| = |SA| = |SC].

Obr. 1
Zapis konstrukce.
.a, ¢, S
. a’; d' je obraz a ve stfedové soumérnosti se stiedem S
C:dnec

. A; A je obraz C' ve stfedové soumérnosti se stredem S
.p; Sep, p Ll AC
. B, D; B,D €p,|SB|=|SD| = |SA|

o UL WD
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7. ¢tverec ABC'D

Zdver. Uloha ma vzdy pravé jedno fesSeni.

Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: ¢tverec a jeho vlastnosti, definice stredové soumer-
nosti, zobrazeni bodu a primky a kruznice ve stredové soumérnosti

Je ddna primka a, kruznice k(O;7r) a bod S. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby A € a,
C € k a bod S byl stredem ¢tverce.

Reseni

Rozbor (obr. 2a) Predpokldddme, Ze ma uloha TeSeni. Protoze bod S je stfedem
hledaného ¢tverce, je stfedem usecky AC, ktera je jeho thloptickou. Body A a C' jsou
tudiz navzajem vzor a obraz ve stfedové soumérnosti se sttedem S. Bod C' mé byt bodem
kruznice k, proto bod A jako jeho obraz bude bodem obrazu kruznice k, tj. bodem
kruznice k’. Pro bod A tak mame dvé podminky: A € a a A € k. Bod C je obrazem
bodu A ve stiedové soumérnosti se stredem S. Body B, D lezi na kolmici k tisecce AC' a

ISB| = [SD| = |SA| = |SC.

Obr. 2a
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Zapis konstrukce. (obr. 2b)
.a, k(O;1), S

. K'; k' je obraz k ve stfedové soumérnosti se stfedem S
A; Acank

C; C je obraz A ve stfedové soumérnosti se stredem S
.p;Sep pl AC

. B, D; B,D €p,|SB| =|SD| = |SA|

. ¢tverec ABC'D

N O Ul A W

Obr. 2b

Diskuse. Pocet Feseni odpovida poctu spolecnych bodu kruznice k' a piimky a. Uloha
tak mtize mit 2, nebo 1, nebo 0 feseni, nebot primka a mize byt secnou, nebo tecnou,
nebo vnéjsi primkou kruznice &'

Metodické poznamky

Usecka AC je piickou mezi piimkou a a kruznici k, ¢, kterd m4 stfed v daném
bodé S. Ulohu je mozné zalit fesit sestrojenim bodu C' jako priseciku kruznice k
a obrazu piimky a, tj. piimky a’. Pro rozbor a konstrukci je vhodné volit zadéni
tak, aby tiloha méla dvé feseni, na zavér je vSak zadouci rozebrat situace i pro 1,
resp. 0 feseni. Pri diskusi lze vyuzit graficky software Geogebra.

Uloha 3 (tiroveti 1)

Predpokladané znalosti: definice sttedové soumérnosti, zobrazeni bodu a kruz-
nice ve stfedové soumeérnosti, vzajemna poloha dvou kruznic, ¢tverec a jeho
vlastnosti
Jsou dany kruznice k1(O1;71), ko(O2;719), r1 # r9 a bod S. Sestrojte ¢tverec ABC'D

tak, aby platilo: A € ki, C € ko a bod S je stiedem ctverce.
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Reseni

Rozbor. (obr. 3a) Predpoklddame, Ze ma tloha Feseni. Uhlopficky ve ¢tverci se navza-

jem piuli a jsou na sebe kolmé. Protoze bod S je stfedem hledaného ¢tverce, je stfedem
usecky AC, ktera je jeho thloptickou. Body A a C' jsou tudiz navzdjem vzor a obraz ve
sttedové soumérnosti se stredem S. Bod A lezi na kruznici k1, jeho obraz lezi na obrazu
kruznice kq, tj. na kruzmici k}. Pro bod C' tak médme dvé podminky: C' € ko a zaroven
C € k. Bod A je obrazem bodu C' ve stiedové soumérnosti se stredem S. Body B, D
lezi na kolmici k tiseéce AC' a plati

N O U W N

|BS| = |DS| = |AS| = |CS|

Obr. 3a

Zapis konstrukce. (obr. 3b)

. kl(Ol;rl), kQ(OQ;TQ), S

1; k] je obraz k; ve stfedové soumérnosti se stiedem S

LC;Cekank

. A; A je obraz C' ve stfedové soumérnosti se stfedem S
.p; Sep,pl AC

. B, D; B,D €p, |SB|=|SD| = |SA]

. ¢tverec ABC'D

Diskuse. Pocet Teseni odpovidd poctu spoleénych bodu kruznic ko a k. Uloha tak

mize mit 2, nebo 1, nebo 0 Teseni, nebot kruznice o riznych polomérech mohou mit
spolecné 2 body (protinaji se), nebo 1 bod (maji vnéjsi resp. vnitini dotyk), nebo zadny
bod (jedna lezi vné, resp. uvniti druhé).

25



Obr. 3b

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: sttedovy tihel, obvodovy tihel, odchylka pfimek

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: vztah mezi obvodovym a stfedovym tihlem

Na ciferniku standardnich hodin jsou vyznaceny hodiny 1 az 12. Jakou velikost ma
uhel, jehoz vrchol je na znacce 1 a ramena prochazi znackami 5 a 107

Reseni

Cifernik hodin muzeme ztotoznit s vrcholy pravidelného 12uhelniku Ay A, ... Aqo
(obr. 1) tak, ze znacce 1 odpovida vrchol Ay, znacce 2 vrchol As atd.

Vyuzijeme vztah mezi obvodovym thlem ¢ a jemu prislusnym stfedovym thlem w.
Plati w = 2¢.

Protoze je cifernik rozdélen na 12 hodin, odpovida jedné hodiné stredovy thel o veli-
kosti 30°, nebot 12 hodindm odpovida plny thel velikosti 360°. Protoze prislusny obvodovy
uhel ma poloviéni velikost, odpovida jedné hodiné obvodovy tihel o velikosti 15°. Velikost
hledaného obvodového thlu odpovida péti hodinam, je tedy 5 - 15° = 75°.

A12
All Al

Ay

Obr. 1

Zdvér. Uhel, jehoz vrchol je na znacce 1 a ramena prochézi znackami 5 a 10 m4
velikost 75°.

Metodické poznamky

Muzeme také nejprve spocitat velikost stfedového tithlu A5S A0 (5 - 30°), a
pak teprve velikost obvodového thlu % - 150° = 75°.

Lze volit analogické tlohy s jinym délenim kruznice, napt. na 10 dili apod.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: vztah mezi obvodovym a stfedovym tihlem
Na ciferniku standardnich hodin jsou vyznaceny hodiny 1 az 12. Piimka p prochézi

znackami 2 a 7, primka ¢ prochéazi znackami 5 a 12. Jakou velikost mé odchylka primek
paq?

Reseni

Cifernik hodin miizeme ztotoznit s pravidelnym dvanactiihelnikem stejné jako v tlo-
ze 1. Oznacme P prusecik primek p a ¢ a spojme body As a A7 (obr. 2).

Obr. 2

V trojihelniku A7 A5 P uréime na zakladé vysledkt tlohy 1 velikosti vnitinich thla
u vrcholit A7 a As. Uhel u vrcholu A7 je obvodovy thel odpovidajici 3 hodindm a jeho
velikost je tudiz 3-15° = 45°. Uhel u vrcholu A je obvodovy thel odpovidajici 5 hodindm
a jeho velikost je tudiz 5 - 15° = 75° Zbyvajici tthel pri vrcholu P méa tedy velikost
180° — 45° — 75° = 60°. Protoze je tento tthel mensi nez thel pravy, jednd se o odchylku
primek p a q.

Zdver. Odchylka ptimek p a ¢ je 60°.

Metodické poznamky
Spojime-li misto bodi A7 a As body As a As, pak thel A;PAs5 je vnéjsim
thlem trojuhelniku A5 As P pri vrcholu P. Vnitini thly u vrcholu As i vrcholu

As odpovidaji 2 hodinam, jejich velikosti jsou tedy 30°. Prislusny vnéjsi thel pri
vrcholu P (hledand odchylka) je jejich souctem, tj. 60°.

Uloha 3 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: vztah mezi obvodovym a stfedovym thlem

Na ciferniku standardnich hodin jsou vyznaceny hodiny 1 az 12. Piimka p prochéazi
znackami 10 a 3, ptimka ¢ prochazi znackami 7 a 4. Jakou velikost méa odchylka primek

paq?
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ReSeni
Cifernik hodin muzeme ztotoznit s pravidelnym dvanéactithelnikem stejné jako v tlo-
ze 1. Oznac¢me P prusecik primek p a g a spojme znacky Ajg a Ay (obr. 3).

Obr. 3

V trojuhelniku A7 PAjp urcéime na zakladé vysledki prikladu 1 velikosti vnitinich
hli u vrcholdt A7 a Ajp. Uhel u vrcholu A7 je obvodovy thel odpovidajici 6 hodindm a
jeho velikost je tudiz 6 - 15° = 90°. Uhel u vrcholu Ajo je obvodovy thel odpovidajici 4
hodinam, jeho velikost je tudiz 4-15° = 60°. Zbyvajici tihel pti vrcholu P ma tedy velikost
180° — 90° — 60° = 30°. Protoze je tento tithel mensi nez thel pravy, jednéd se o odchylku
primek p a q.

Zdver. Ochylka primek p a ¢ je 30°.

Uloha 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: Predpokladané znalosti: vztah mezi obvodovym a
stredovym tihlem

Na ciferniku standardnich hodin jsou vyznaceny hodiny 1 az 12. Piimka p prochéazi
znackami 10 a 3, piimka ¢ prochéazi znackami 7 a 4 a primka r prochazi znackami 12 a
6. Ozna¢me A prusecik primek r a g, B prusecik primek p a ¢ a C prusecik primek p a
r. Urcete vnitini thly trojihelniku ABC.

Reseni

Velikost vnitintho thlu pii vrcholu B trojihelniku ABC uré¢ime postupem uvedenym
v tloze 3.

Cifernik hodin mtizeme ztotoznit s pravidelnym dvanactiihelnikem stejné jako v tlo-
ze 1. Spojime body Ajg a A7 (obr. 4) a z trojihelniku A; BAjq zjistime, ze jeho velikost
je 30° (viz tloha 3).
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Ag
Obr. 4

Velikost vnittniho thlu pti vrcholu C trojihelniku ABC uréime postupem uvedenym
v metodické poznamce u prikladu 2. Spojime body Ao a Ag (obr. 4).

V trojihelniku A15C A3 je tithel u vrcholu A5 obvodovy tihel odpovidajici 3 hodinam,
jeho velikost je 3 - 15° = 45°, 1hel u vrcholu 3 je obvodovy tihel odpovidajici 2 hodinam
a jeho velikost je 2 - 15° = 30°. Velikost vnitiniho thlu pti vrcholu C' trojthelniku ABC
je tedy 45° + 30° = 75°.

Velikost vnitintho thlu pri vrcholu A trojihelniku ABC' je dopliikem do 180° tj.
180° — 30° — 75° = 75°.

Zdver. Velikosti vnitinich thla pri vrcholech A, B a C' v trojihelniku ABC' jsou po
rade 75°, 30° a 75°.

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: uhly v kruznici

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: ihly v kruznici, deltoid
Je dan tétivovy deltoid, jehoz vrcholy déli kruznici jemu opsanou na oblouky, jejichz
délky jsou v poméru 1 : 1 : 5 : 5. Urcete vnitini thly deltoidu a pomeér délek jeho
tuhlopricek.

ResSeni

Vzhledem k osové soumérnosti deltoidu je delsi ihlopricka pramérem opsané kruznice
a dva shodné vnitini thly deltoidu jsou pravé (Thaletova véta).

Mensi oblouk nad kratsi thloptickou tvori % délky kruznice, proto ma stredovy tuhel,
ktery prislusi mensimu oblouku nad kratsi tétivou, velikost 60°. Odpovidajici obvodovy
thel je nejmensim vnitinim thlem deltoidu a mé tedy velikost %60o = 30°. Proté&jsi tupy
thel pak mé velikost 180° — 30° = 150°.

Vzhledem k tomu, ze stiedovy thel nad kratsi thloprickou je 60°, je trojtihelnik, jehoz
strany jsou spojnice stredu opsané kruznice s krajnimi body této thlopricky, rovnostranny.
To znamena, ze kratsi thlopricka ma délku shodnou s délkou poloméru opsané kruznice.

Pomér uhlopricek je tedy roven pomeéru poloméru ku pruméru kruznice, tj. 1 : 2.

Zdver. Vnittni uhly deltoidu maji velikost 30°, 90°, 150° a 90°. Pomér délek jeho
thlopricek je 1: 2.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: ihly v kruznici
Je dan pravidelny dvanactithelnik ABCDEFGHIJK L. Primka HE protina primky

AJ a BD po tadé v bodech P, @), prusecik ptimek AJ a B ozna¢me R. Urcete velikost
vnittnich hla trojihelniku PQR.

ResSeni
Doplnime tsecku H.J. Uhly HJA a EH.J jsou vné&jsi dhly trojuhelniku PH.J.
Q
Plati

|XxHJA| = |&JPH|+ |«<PHJ| a soucasné |X EHJ| = |« JPH| + |xPJH|,

odkud
|XHJA|+ |<EHJ| = |«JPH|+ |xPHJ|+ |« JPH| + |<PJH],

kde
|<xPHJ|+ |«<JPH|+ |<PJH|=180° = |<JPH|=|xHJA|+ |<xEHJ|—180°.

Uhel EHJ je obvodovym thlem, ktery nélezi vétsimu oblouku EJ, jehoz délka je %
délky kruznice a prislusny stredovy tihel méa velikost % - 360° = 210°, obvodovy tihel mé
polovicni velikost, tedy | EHJ| = 105°. Stejné pak |« HJA| = 105°. Stejnou velikost ma
uhel HJA, ktery nélezi oblouku H A, jehoz délka je shodné s délkou oblouku EJ. Proto

|<RPQ| = |xJPH| = |xHJA| + |<EHJ| — 180° = 105° + 105° — 180° = 30°.

Vzhledem k tomu, ze délky oblouki JA a EH i oblouki DE a AB jsou shodné, je
trojihelnik PQ R rovnoramenny.

180° — 30°
¥ PQR| = [¥QRP| = ————— = 75",

Zaver. Vnitini hly v trojihelniku PQ R maji velikosti 30°, 75° a 75°.
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Metodické poznamky
Mozno zadat téz jako praci ve 3 skupinach, kde kazda skupina pocita jiny
tthel a soucet vysledkia musi byt 180°.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: ihly v kruznici; goniometrické funkce, vztahy mezi
goniometrickymi funkcemi, trigonometrie
Body A, B, C, D lezi na pulkruznici se stfedem S a s pramérem o délce |AB| = 26.
Délka tétiv |[AC| = 25, |AD| = 24.
Urcete hodnoty goniometrickych funkei cos 3, cos~y, cosd, kde 3, v, d jsou velikosti vniti-
nich 1hla trojihelniku BC'D.

Reseni
AB je prumér kruznice, trojihelnik ABC' i ABD je tedy pravothly (Thaletova véta),

proto
|<xADB]| = 90° a | AC'B| = 90°.

D
C

A S B
Podle Pythagorovy véty plati

|BD| = /262 — 242 = /(26 — 24) - (26 + 24) = 10.

Ozna¢me |XDBC| = 3, |[«DCB| = v, |[«BDC| = §. Trojihelniku BCD lze opsat
kruznici s polomérem R = 13. Podle sinové véty

DB 10 5
| - | = 2R, tedy - =26 = siny = —.
sin 7y sin 7y 13

Uhel v je ziejmé tupy (7 = 90° 4 |< ACB|), funkce kosinus bude mit zépornou hodnotu

. 5\?2 12
cosy=—(\/1—(—=) =——.
v 13 13

Uhel | BDC| = 6 je obvodovy, piislusi stejnému oblouku jako |« BAC|, pro ktery z pra-
25
vouhlého trojuhelniku ABC' vypocitame cos |< BAC| = 56 = Cos J.
Pro dalsi vypocet urcime
Vol
sin5:2—6, kde V51 = |BC.
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Nyni vyuzijeme souctové vzorce

cos(x —y) = (cosx cosy + sinx siny),

cos(x +y) = (cosx cosy — sinxsiny).

Uhel 8 = 180° — (y + §), proto cos f = —cos(y + §) = —(cosycosd — sinysind). Po
dosazeni vyse vypocitanych hodnot dostavame

1225 5 bl 5
— (=22 YT = 2 +,/1).
cos § ( 13 26 13 26 ) 338 (60 >

Zaver. cos f = 33—8 (60 + \/51), cosy=—22 cosd =2

13 26"

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: geometrie v roviné — Pythagorova véta a véty Eukleidovy, konstrukéni
ulohy

Kruh K(S;r = 6 cm) rozdélte kruznici k1(S;71) na dvé ¢éasti stejného obsahu.

Reseni
2 \/5
r r r
Ze zadani plyne 7r? = iar? odkud r, = \/ = = —= = —=; pro 7 = 6cm je
ply i=3 1 > =7 5 P ]
r = 3v2cm.
Konstrukee. Usetku o délce 3v/2 cm sestrojime vyuzitim Pythagorovy véty — sestro-

jime pravotuhly trojihelnik s odvésnami délek 3cm. Prepona tohoto trojihelniku ma
pozadovanou délku, nebot v/32 + 32 cm = /18 cm = 3v/2 cm.

Kruh K(S;r = 6cm) rozdélte kruznicemi kq(S;71), ko(S;72) na tii ¢éasti stejného
obsahu.
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Reseni

Ze zadani plyne pro polomér 71 mensi kruznice mr? = inr? odkud r| = /= =

3 3
rorV3

= — =—":pror=6cmjer; =2v3cm.

/33
v v v . , 2 2 2 27"2 2
Pro polomér ry vétsi kruznice pak plati 7ry = §7rr , odkud ry = 5 = r 3=
i B

= 73 T;pror=60mje ro = 2¢/6 cm.

Konstrukee. Usetku o délkdch v/3em a v/6cm sestrojime vyuzitim Eukleidovy véty
o odvésné. /3 = /31, proto v/3cm je délka odvésny pravouhlého trojihelniku, jehoz
piepona méa délku 3cm a piilehly tsek délku 1em. v/6 = v/6 - 1, proto v/6cm je délka
odveésny pravouhlého trojuhelniku, jehoz prepona ma délku 6 cm a prilehly tsek délku
1cm.

Uloha 3 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: vzorec pro obsah mezikruzi, usmérnovani zlomki,
Pythagorova véta

Mezikruzi ohranic¢ené kruznicemi k1 (S;r1 = 5cm), ko(S;re = 3cm) rozdélte kruznici

k(S;r) na dvé ¢asti stejného obsahu.
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Reseni

Ze zadani plyne

e r:\/r%+r§:\/2(r%+r§)_\/(7”1\/5)2-*‘(7“2\/5)2;

Ty —Tr = T7Tr — 7T
1 2 2

4 2

pror = 5cm a ry = 3cm je r = /17 cm.

Konstrukce. Useku o délce /17 cm sestrojime vyuzitim Pythagorovy véty /17 =
= V42 4+ 12, proto v/17cm je délka prepony pravothlého trojihelniku, jehoz odvésny
maji délky 4cm a 1cm.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Eva Pomykalova; eva.pomykalova@email.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: trojihelnik (rovnostranny, pravouhly), kruh, kruznice, polokruznice

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: kruh, rovnostranny trojihelnik, Pythagorova véta

Do obdélniku o délce jedné strany 6 cm jsou vepsany shodné dotykajici se kruhy jako
na obrazku 1. Urcete nejmensi vzdélenost mezi vyznacenymi kruhy.

6 cm

4 D

Obr. 1

Reseni

Spojime-li stredy tii kruht na obrazku, dostaneme rovnostranny trojthelnik (viz obr.
2). Délka jeho strany je rovna 4, protoze polomér zadanych kruht je 1. Hledanou vzdale-
nost vypocitame pomoci vysky v tomto rovnostranném trojihelniku. Vyska v ma velikost
v = 2v/3. Hledan vzdélenost je rovna vysce rovnostranného trojihelniku zmengens o dva
poloméry kruhu, tedy 2v/3 — 2 cm.

6 cm

R

Obr. 2
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Metodické poznamky
Abychom mohli urcit hledanou vzdélenost, je tfeba v zadaném obrazku najit
rovnostranny trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou stiredy zadanych kruht.

Uloha 2 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: pravoihly trojihelnik, délka tec¢ny ke kruznici, Py-
thagorova véta (feseni 1), podobnost trojuhelniku (feseni 2)

Je déan pravouhly trojuhelnik s délkami stran 5, 12 a 13. Urcete polomér vepsané
pulkruznice.

13

12
Obr. 3

ReSeni
Oznacime vrcholy pravouhlého trojuhelniku A, B, C, velikost ithlu AC'B je 90°, stied
vepsané pulkruznice oznac¢ime S, bod dotyku pilkruznice s preponou ¢ oznacme T' (viz

obr. 4). Délka usecky BT je 5, protoze délky tecen vedoucich z bodu ke kruznici jsou
stejné (|BT| = |BC| = 5). Délka tsecky T'A je tedy 8 (|TA| = |BA| — |BT)).

a) (1. zpusob Teseni) — tesime uzitim Pythagorovy véty. Pro délky odvésen a prepony
v pravouhlém trojihelniku AST plati
ITAP +|TS|> = |AS|,
82+ 1% =(12—7)?,
64 + r® = 144 — 24r + 12,

24r = 80,
10
r=—.

3
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b) (2. zpusob rTeseni) — fesime uzitim podobnosti trojihelniki. Pravothlé trojihelniky
ABC a AST jsou podobné (podle véty (uu)), plati tedy

|BC|  |AC|

ST [AT]’
5 12 W
r 8 3

Metodické poznamky
Ulohu lze TeSit riznymi zpusoby (uzitim Pythagorovy véty nebo uzitim po-
dobnosti trojihelniki), tato FeSeni muzeme na zavér porovnat.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: pravothly trojuhelnik, délka tecny ke kruznici, Py-
thagorova véta (feseni 1), podobnost trojuhelniku (feseni 2)
Je dan pravouhly trojihelnik se stranami délek a, b a c. Urcete polomér jemu vepsané
pulkruznice.

Obr. 5

ReSeni
Oznacime vrcholy pravouhlého trojuhelniku A, B, C, velikost ithlu AC'B je 90°, stied
vepsané pulkruznice oznac¢ime S, bod dotyku pilkruznice s preponou ¢ oznacme T' (viz

obr. 6). Délka usecky BT je a, protoze délky tecen vedoucich z bodu ke kruznici jsou
stejné (|BT| = |BC| = a). Délka tsecky T'A je tedy ¢ — a (|T'A| = |BA| — |BT)).




a) (1. zpisob Teseni) — fesime uzitim Pythagorovy véty. Pro délky odvésen a piepony
v pravouhlém trojuhelniku AST plati

(b—r)2:r2+(c—a)2,
b2 —2br +r? =1+ —2ac+d?,
—2br = ¢* — 2ac + a® — V?. (1)

V pravothlém trojuhelniku ABC plati ¢ = a? + b2, tedy ¢? — b> = a?. Po dosazeni
do rovnice (1) vyjadrime
2ac —2a®>  a(c—a)

'r‘: =

b b

Pokud zlomek rozsitime ¢ + a, vyraz upravime na tvar

a(c—a) c+a_a(c2—a2)_ ab>  ab

T Texa b(c+a) blcta) a+c

b) (2. zpisob Teseni — Tesime uzitim podobnosti trojuhelniki. Pravoihlé trojihelniky
ABC a AST jsou podobné (podle véty (uu)), plati tedy

a b a(c—a)

- = = r=-——"
r c—a b

Pokud zlomek rozsitime ¢ + a, vyraz upravime na tvar

ab
a+c

r =

Metodické poznamky
Uloha 3 je zobecnénim tlohy 2 pro obecné délky stran pravothlého trojuhel-
niku a, b, c.

Zdroj: archiv autora, zadani soutéze Matematicky klokan 2012
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Machacikova; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: obvod kruhu, vnitini a vnéjsi ithly v mnohotihelnicich

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: obvod kruhu, elementarni ipravy vyrazu

Zdenkovo auticko ma kola o priuméru 2 cm. Auticko ujede primou vzdélenost, ktera
se rovna obvodu kruhu o poloméru 10 m. Kolikrat se otoc¢i kazdé kolo auticka?

Reseni
Jestlize se kolo otodi jednou, pak auticko ujede vzdéalenost x = 27 cm. Dréha, kterou
auticko urazi ma délku y = 27-1000 cm = 20007 cm. Pocet otacek p = £ = % = 1000.

Zdver. Kolo se na nasi dréaze otoc¢i 1000krat. Pocet otacek je podil délky drahy a ob-
vodu kola.

Uloha 2 (tirovei 2)
Predpokladané znalosti: obvod kruhu, vedlejsi thly
Korunova mince se pohybuje po lomené ¢are X AY z bodu X do bodu Y (obr. 1).
Useky lomené &ary sviraji thel velikosti a = 120°, délka lomené &ary se rovna dvojnésobku
obvodu mince a dale | X A| = |Y A|. Kolikrat se mince oto¢i?

Y
o
L[
X ALY
7N /
( \
. b
Obr. 1



Pti pohybu z bodu X do bodu A se mince otoc¢i jednou. Pokud méa mince v bodé A
zaujmout takovou polohu, aby se dotykala primky AY', musi se mince otocit kolem bodu
A o thel rovnajici se uhlu 5 = 180° — a = 180° — 120° = 60°. (Oba thly § vyznacené na
obrazku jsou shodné, protoze jejich ramena jsou k sobé kolma.) To znamend, ze v bodé
A mince vykona dodatecnou otacku, kterd se rovna jedné Sestiné iplné otacky. Po tsecce
AY vykona mince stejné jako na tsecce X A jednu tplnou otacku.

Zaver. Pri pohybu po tsecéce XY vykona mince dvé otacky, pti pohybu po lomené
¢are X AY vykond mince 2 + % otacek (0 je velikost ihlu ve stupnich), v nasem pripadé
2+ ¢ otacky.

Metodické poznamky
Vhodné je priklad provést prakticky s korunovou minci.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: obvod kruhu, elementarni upravy vyrazu
Korunova mince se pohybuje vné po stranich konvexniho Sestitthelniku (obr. 2). Sou-

¢et délek stran Sestitthelniku se rovna sestinasobku obvodu mince. Kolikrat se mince otoci,
jestlize jednou obejde Sestitthelnik?

Obr. 2

ReSeni

Lemma 1. Soucet velikosti vSech vnitinich thli konvexniho n-tithelniku se rovna (n —
—2) - 180°.

Diikaz. V n-thelniku A;As ... A, zvolime libovolny bod M, ktery lezi uvniti n-
thelniku. Usecky M Ay, M As, ..., M A, déli konvexni n-tthelnik na n trojihelniki. Soucet
velikosti jejich vnitinich hlua je n - 180°. Tento soucet je o 360° (soucet velikosti vnitinich
thli n trojihelnik u vrcholu M) vétsi, nez je soucet vnitinich thla n-ihelniku.

Soucet velikosti vsech vnitinich hli konvexniho n-ihelniku je roven

n - 180° — 360° = (n — 2)180°.

Lemma 2. Soucet velikosti vsech vnéjsich ihli konvexniho n-thelniku, kdy do souctu
zahrnujeme pravé jeden vnéjsi tthel u kazdého vrcholu n-tthelniku, je 360°.
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Diikaz. U kazdého vrcholu n-tthelniku je soucet velikosti vnitiniho a vnéjstho thlu
180°. U n vrcholi je tento soucet n-180°. Soucet velikosti vSech vnitinich thli konvexniho
n-thelniku je (n — 2) - 180°.

Soucet velikosti vSech vnéjsich hli konvexniho n-ihelniku je n-180°—(n—2)-180° =
= 360°.

Po primocaré draze, jejiz délka se rovna obvodu Sestitithelniku, se mince otoci Sestkrat.
Pii pohybu, pfi kterém mince obejde Sestitihelnik, vykona 6 + gl otdcek. (y = 360 je
soucet vnejsich thla Sestitithelniku ve stupnich, kdy do tohoto souc¢tu zahrnujeme prave

jeden vnéjsi thel u kazdého vrcholu Sestitihelniku.)

Zaver. Jestlize mince jednou obejde Sestitthelnik, vykona 6 + % =641 =7 otacek.
Metodické poznamky

Pri feseni tlohy 3 zaci navazuji na tlohu 2. Pri feSeni tlohy 3 procvici véty
o souctu velikosti vnittnich a vnéjsich thla v konvexnim mnohothelniku.

Uloha 4 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: obvod kruhu, véty o souctu velikosti vnitinich a vnéj-
sich thla v konvexnim mnohotihelniku

Korunova mince se pohybuje vné po jiné nehybné korunové minci. Kolikrat se mince
otoci, pokud jednou obejde nehybnou korunovou minci?

ReSeni

Z teseni ulohy 3 plyne obecny zavér pro pocet otacek korunové mince, ktera se pohy-
buje vné po stranach libovolného konvexniho mnohothelniku a obejde ho pravé jednou.
Pocet otacek je o jednu vétsi, nez pocet otacek, které mince vykona, kdyz se pohybuje
po primocaré draze, jejiz délka se rovna obvodu konvexniho mnohothelniku.

Predstavme si, ze pocet stran pravidelného konvexniho mnohotihelniku se blizi ne-
konec¢nu. Pak tento pravidelny konvexni mnohothelnik se blizi kruznici. Vsechny tvahy;,
které jsme provedli pro konvexni mnohothelnik, zustavaji v platnosti i pro kruznici.

Zaver. Pocet otacek je o jednu vetsi, nez pocet otacek, které mince vykona, kdyz se
pohybuje po primocaré draze, jejiz délka se rovna obvodu nehybné mince.
Mince vykond 1 + 1 otacku = 2 otacky.

Metodické poznamky
Diky tomu, ze korunové mince maji zoubkovany okraj, se tento priklad velmi
snadno ukazuje prakticky na dvou korunovych mincich.

Zdroj:

Perelman, J. 1., Bocek, L.: Zajimavd geometrie, Mlada Fronta, 1954.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: trojihelnik, kruznice trojuhelniku vepsana a jeji polomér, obsah troju-
helniku

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: vypocet obsahu trojuhelniku

Pro obsah trojtihelniku ABC' plati
S = ps

kde ¢ je polomér kruznice trojihelniku vepsané a s je polovi¢ni obvod trojihelniku, tj.
2s = a+ b+ c. Dokazte.

Reseni

Dikaz vzorce S = ps je pomérné jednoduchy. Z obr. 1 je zfejmé, ze plati

1 1 1 1 1
Sapc = Saps + Spes + Scas = Soct o0+ 595 = 59(a+ b+c)= 5025 =05,

kde Sapc znaci obsah trojuhelniku ABC. Tim je dikaz ukoncen.

Pozndmka. Vzorec S = ps ma obecnéjsi platnost. Analogické tvrzeni plati pro kazdy
tecnovy n-uhelnik, tedy také pro kazdy pravidelny n-ihelnik, jak bude dokazano v tloze 2.

Uloha 2 (iroveti 2)
Predpokladané znalosti: vypocet obsahu trojihelniku

Ma-li pravidelny n-tthelnik stranu délky a a velikost poloméru kruznice jemu vepsané
je o, pak pro jeho obsah S plati

1
S == = 0S.
2nag 0S

Dokazte.
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Reseni

Pravidelny n-ihelnik se sklada z n shodnych rovnoramennych trojihelniku (¢ast vidi-
me na obr. 2). Ziejmé plati [A; Ag| = |A243| = ... = |A,—14,| = a. Obsah S uvedeného
n-tthelniku je roven souc¢tu obsaht téchto n shodnych trojihelnik. Pak plati

1 1 1 1
S = 54,4, +Sa,455 + ...+ 54, 14,5 = 5ag+ §a9+...+§ag: §nagzgs,

kde 2s = na je obvod n-ihelniku.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: Vaddddddddddddddddddddddddddddddddddds

Pravouhlému trojihelniku ABC' s odvésnami a, b a preponou c je vepsana kruznice
s polomérem p, ktera se dotyka prepony v bodé P. Pro obsah S trojihelniku ABC' plati
S = |AP| - |CP|. Dokazte.

ReSeni

Oznacime-li body dotyku kruznice trojuhelniku vepsané s odvésnami BC, AC po
fadé @, R, pak ziejmé plati |CQ| = |CR| = o, |BQ| = a — o, |AR| = b — p. Odtud plyne
|AP| =b— o, |BP| =a — p (viz obr. 3).




Zbyva tak dokazat, ze
S =|AP|-|BP| = (b~ 0)(a — 0) = ab— (a+b)o+ 0"

Obsah trojihelniku ABC' vSak mtuzeme urcit jako soucet obsahti ¢tyttuhelniki APSR,
BQSP, CRSQ. Pak plati

Sapc = Sapsr + Sposp + Scrsg = (b—0)o+ (a — 0)o+ 0® = (a + b)o — 0.

Pro obsah trojuhelniku ABC rovnéz plati S = %ab, resp. 25 = ab. Pro obsah S trojuhel-
niku ABC' tak plati vztahy

2S=ab a S = (a+b)o— 0%

Odtud jiz plyne
25 — S =ab— (a+b)o+ o

S =ab— (a+b)o+ o>

Tim je dikaz ukoncen.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: RNDr. Dag Hruby; hruby@gymjev.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: obvody a obsahy rovinnych tutvari

Uloha 1 (troveti 1-2)
Predpokladané znalosti: obsah ¢tverce a obsah kruhu

Urcete délku strany ctverce, ktery ma stejny obsah jako kruh o poloméru 5 cm.

Resenti

Obsah tohoto kruhu spo¢itame podle vzorce Sy, = 712, tedy obsah kruhu o poloméru
5cm je 257 cm. Obsah étverce, délku jehoz strany hleddme, je tak S, = 257 = a2, kde a
je hledand délka. Odmocnénim dostdvame a = 5y/7 cm.

Zdvér. Strana tohoto ¢tverce ma délku 5/ cm.

Uloha 2 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: vzorce pro obsah a obvod ¢tverce a kruhu

Porovnejte obvod ¢tverce a kruhu, které maji stejny obsah.

ReSeni

V zadéni tlohy je ddna rovnost Sy = 712 = a? = S,, kde 7 je polomér daného kruhu
a a je strana daného ¢tverce. Tuto rovnici odmocnime a dostdvame /7r = a. Budeme
predpokladat, ze obvod tohoto ¢tverce je vétsi nez obvod kruhu, tedy plati 4a > 27r. Do

nerovnosti dosadime za a z vyse uvedené rovnice a nerovnici budeme dale upravovat.
da > 21r S AJTr > 2mr S 2/T > TS 2> /r & 4> T

Posledni nerovnost je pravdiva, proto je pravdiva i puvodni nerovnost.

Zaver. Ma-li dany kruh a dany ¢tverec stejny obsah, je obvod tohoto ¢tverce vétsi nez
obvod kruhu.
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Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: vzorce pro obvod a obsah ¢tverce a obdélniku

Dokazte, ze ze vsech obdélnikl stejného obvodu ma nejvétsi obsah ctverec.

Reseni

Obvod o vsech uvazovanych obdélniki je konstantni. Tedy o = 2(a +b), kde a, b jsou
strany obdélniku a a+b = k, kde k je kladna realna konstanta. Odtud plyne a = k—0b. Za
a dosadime do vzorce pro obsah S obdélniku. Plati S = ab = (k — b)b. Nyni musime najit

maximum této funkce S = S(b) proménné b. Je to kvadratickd funkce, jeji maximum

je ve vrcholu paraboly b = % Obdélnik s nejvétsim obsahem mé tak strany b = %

aa=Fk— % = % Jedna se tedy o ¢tverec, tim je diikaz ukoncen.

Zdroj: archiv autora a tloha 3

Acheson D.: 1089 a dalsi parddni c¢isla, Dokoran; Praha 2006
Obrazovy material: dilo autora

Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: trigonometrie, délky stran pravoihlého a obecného trojihelniku, sinova
a kosinova véta

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: obvod ¢tverce a délka thlopricky
V oblasti lezi ¢tyTi mésta umisténa do vrchola ¢tverce o strané 10 km. Mezi nimi je
potieba vybudovat sit silnic. Jeden architekt navrhuje, aby byly silnice vybudovany po
obvodu ¢tverce a druhy na thloptickach jako na obrazcich 1 a 2. Ktera sit silnic bude
kratsi?

D, C D C
7 -
g
e
=
o o] Y
A B A B
Obr. 1 Sit po obvodu Obr. 2 Sit na uhloptickach

Reseni

Obvod ¢tverce je 0 = 4-10 = 40 km. Délku jedné thlopricky tohoto ¢tverce vypocteme
pomoci Pythagorovy véty, dostaneme /102 + 102 = 10v/2km. Délka obou tihlopficek je
tedy celkem 204/2km, z ¢ehoZ plyne, Ze druhd sif silnic je kratsi.

Zawver. Sit silnic vybudovana na thloprickach je kratsi.

Metodické poznamky
Uloha je zakladni tlohou na vyuziti vzorce pro obvod ¢tverce a vyuziti Py-
thagorovy véty.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: trigonometrie v pravoihlém trojihelniku
Dokazte, ze sit na thloprickdch z tlohy 1 je delsi nez sif na obrazku 3. Body A, B,

C, D opét tvori vrcholy ¢tverce se stranou délky 10 km.
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Obr. 3 Minimalni sit

ResSeni

Délka sité na obrazku se sklada z délek tisecek oznacenych na obrazku b, c¢. K nalezeni
délek b, ¢ potiebujeme pouze definice goniometrickych funkei v pravoihlém trojuhelniku.
Vypocitame délku sité

4b+c=4- + (10 — 2 - 5tg30°) = 10 + 10v/3km.

cos 30°

Nyni staci porovnat obé délky. Mame tak dokazat nerovnost
104+10V3<20vV2 2 1+V3<2V/22V/3+4<8< V3 <2

Posledni nerovnost je pravdiva, z ¢ehoz vyplyva, ze také ptivodni nerovnost je pravdiva.

Zaver. Tvrzeni v zadani tlohy je pravdivé.

Uloha 3 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta a sinova véta.
Vypoctéte délku silniéni sité, kterd je znazornéna na obrazku 4. Body A, B, C, D
opét tvori vrcholy ¢tverce se stranou délky 10 km.

Obr. 4 Delsf sit
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Reseni
Sit je slozena z jedné uhlopricky c¢tverce a ze dvou tsecek stejné délky oznacenych
v obrazku jako d. Neznamou d vypocitame ze sinové véty
d 10 10

= = si 4 . .
sin45°  sin 95° = d=sind5 sin 95°

Zaver. Délka celé site je tak

1
10V/2 + 28in 45° - 0

= 28,34 km.

sin 95°

Zdroj:

Acheson D.: 1089 a dalsi parddni c¢isla. Dokoran, Praha, 2006.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Pavla Hofmanova; pavla.hofmanova@ujep.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: sinova véta, kosinova véta, obecny trojuhelnik

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: obecny trojuhelnik, pravouhly trojihelnik, sinova

véta

Malé koté vylezlo na strom a tam se zaklinilo ve vétvich. Strom roste kolmo k zemi
a stoji 10 m od panelového domu. Ze strechy domu je koté vidét pod hloubkovym tihlem
30°, patu stromu je vidét pod hloubkovym thlem 50°. Pan Novak z vedlejsi ulice ma
zebtik, ktery je 6m vysoky. Bude tento zebiik dost vysoky, aby koté sundali na zem,
nebo budou muset pfijet hasi¢i? Zebitk opfeny o strom bude svirat se zemi tthel 75°.

ReSeni

Uvazujme situaci dle obr. 1. Ze zadani odvodime, ze trojihelnik ABC' je pravothly,
délka strany AB je 10m. Bod D predstavuje koté. Potrebujeme vypocitat velikost AD
a porovnat s vyskou mista, kde se zebrik bude opirat o strom. V trojihelniku ACD
zname velikost thlu | ACD| = 50° — 30° = 20°. Potfebujeme vypocitat velikost strany
AC'. V pravotuhlém trojiuhelniku ABC plati |[< BAC| = 50°, tedy

50° 10
cosH0° = ——
|ACT
vypocitame
10
AC| = = 15,56 m.
[AC] cos 50° o

Trojtuhelnik AC'D je obecny. Strom roste kolmo k zemi, tak tihly trojihelniku AC'D jsou
|<CAD| = 40°, |[<ADC| = 120°. Pro vypocet délky AD pouzijeme sinovou vétu.
in20° - 15,56 .
|AD| = 222 = 6,15m.
sin 120°

Koté je vysce 6,15 m. Ze zadani vime, Ze zebiik opfeny o kmen stromu svira se zemi tihel
75°. Vyska zebiiku je 6m a tvori preponu v pravotuhlém trojihelniku. Vypocitame, ze
zebrik se opird o strom ve vysce asi 5,8 m.

C
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Zaver. Pokud se koté nevyleka a nevyleze jesté vys, bude mozné ho z zebtiku pana
Novaka chytit a sundat dolt.

Uloha 2 (troveti 1-2)
Predpokladané znalosti: sinova véta, kosinova véta, obecny trojuhelnik

V obecném trojihelniku ABC' je ddno @ = 5cm, v, = 2,7cm, v = 52°. Urcete
zbyvajici prvky trojtuhelniku.

ResSeni

DA D4 ’ ’ . a . a . 2,7 -
Vyjadrime délku strany b. Plati siny = 5, tedy b = SIUT»Y = i = 3,426 cm.
Stranu ¢ vypocitdme podle kosinové véty. Plati, Ze ¢ = a? + b — 2abcos~, vyjadiime
¢ = /a2 + b2 — 2abcosy, po dosazeni dostaneme ¢ = 3,955cm. Nyn{ miZeme vyuzit

sinovou vétu pro vypocet dalstho thlu, naptiklad «, sina = @ = 0,996, tedy a = 85°.

52°

Zaver. Dopocitali jsme strany b, ¢ a ihly a, 5. Strana b = 3,43 cm, strana ¢ = 3,95 cm
a uhel o = 85°, § = 43°.
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: exponencialni, logaritmické a goniometrické rovnice,
vypocet obsahu obecného trojihelniku

Délky dvou stran daného trojihelniku jsou ¢iselné rovny fesenim rovnice
(3m _'_ 1)10g(3$+1) —4 — 10—3

Uhel sevieny témito stranami vyhovuje rovnici 2sin~y = (cosy — siny) (1 + \/§) Urcete
obsah tohoto trojihelniku.

Reseni

1 1) —4 _ . o
)log(3z+1) = 1073, danou rovnici logaritmujeme

Vyfesime prvni rovnici (3z + 1
a upravime [log (3z + 1) — 4]log (3z + 1) = —3, je vhodné zavést substituci y = log(3z+
+ 1), tedy 3? — 4y + 3 = 0, vyfesime kvadratickou rovnici y; = 3, yo = 1. Nyni se
vratime k substituci a vyfesime dvé rovnice: pro log (3z + 1) = 3 plati, ze + = 333 a
log (32 +1) =1 tedy « = 3. Pro délky stran plati a = 3, b = 333.

Vyfesime druhou rovnici ze zadéni 2siny = (cosvy — sin~y) (1 + \/g), roznasobime
pravou stranu a upravime

2siny = cosy + \/gcosw—sinfy— \/gsin%

tedy

<3+\/§> siny = (1 + \/§> cos ",

danou rovnici upravime na tvar tgy = ;:g, tj. po tupravé tgy = 73, odkud v = £.

Obsah vypocitame podle vztahu

1. 1 1 999
S = éabsm’y— 3 -3-333-5 =0 = 249,75.

Zaver. Obsah zadaného trojuhelniku je 249,75.

Metodické poznamky
Priklad muzeme rozsitit o vypocet vsech stran a uhla tohoto trojuhelniku
a aplikovat tak kosinovou vétu a sinovou vétu.

Zdroj: archiv autora, priklad ¢. 3 je z pisemné maturitni zkousky pro tridy zamérené na
matematiku, rok 1986

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: RNDr. Lenka Machkové; machkova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: Heroniv vzorec, obsah trojihelniku, vyska lichobézniku

Uloha 1 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: kosinova véta, obsah trojihelniku, goniometrické
VZorce

Pomoci kosinové véty ¢ = a?+b? —2ab cos v a zndmého vzorce pro obsah trojihelniku
1

S = zabsiny odvodte Herontiv vzorec.
Reseni
Z prvni rovnice vyjadiime cos -y, z druhé rovnice sin

a? + b — 2
cosy = 5

. 28
siny = —.

ab

Obé rovnice umocnime, seCteme a dostaneme

(a®> +0* —c2)? 482
4a?D? a2b?’

1 = cos? vy +sin®y =
Postupnymi tpravami vyjadiime S
165 = (c—a+b)(cta—b)a+b—c)a+b+ec).
Polozime 2s = a 4+ b+ ¢, potom ¢ — a + b = 2s — a atd. Dostaneme tak po tpravach

S = /s(s—a)(s—b)(s —c).

Zdvér. Vzorec S = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde a, b, ¢ jsou délky stran trojihelniku
a s = +(a+ b+ c), se nazyva Heroniv vzorec (podle Herona z Alexandrie — 1. stoleti
naseho letopoctu).

Metodické poznamky
V dostupnych stredoskolskych uc¢ebnicich matematiky neni odvozen Herontv
VZOorec.

Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: Herontv vzorec, upravy algebraickych vyrazu
Pomoci Heronova vzorce odvodte vzorec pro obsah rovnobézniku se stranami délky

2a, a, které sviraji uhel velikosti 60°.
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Reseni

Rovnobéznik rozdélime na ¢tyfi shodné rovnostranné trojtihelniky (obr. 1), potom

S =44/s(s —a)(s —a)(s — a),

pritom s = %a, odtud

60°

a a
Obr. 1

Zaveér. Obsah rovnobézniku je S = v/3a’.

Uloha 3 (troveti 2)
Predpokladané znalosti: Herontv vzorec, upravy algebraickych vyrazu

Rovnobéznik ma strany délek a, b a jedna z thlopricek ma délku b. Pomoci Heronova
vzorce odvodte vzorec pro jeho obsah.

ReSeni
Rovnobéznik rozdélime na dva shodné rovnoramenné trojihelniky (obr. 2). Pro jeho
obsah S tak plati

S =2v/s(s —a)(s —b)(s — b),
kde s = 2422, Odtud

B 2b+a 2b—a a a a 5 3
5_2\/ 2 55 3 VAo
/ b /

a
Obr. 2



Zdvér. Obsah rovnobézniku je S = g\/ 4% — a?2.

Metodické poznamky
Obsah rovnoramenného trojihelniku se zakladnou a, ramenem b mtzeme také
vypocitat jako 47, kde v = v/4b* — a? je vyska rovnoramenného trojihelniku.

Uloha 4 (troveri 3)
Predpokladané znalosti: Herontiv vzorec, upravy algebraickych vyrazi

Pomoci Heronova vzorce odvodte vzorec pro vypocet vysky v lichobézniku ABC D
se zakladnami a, ¢, rameny b, d.

Reseni
Obsah trojihelniku EBC' (obr.3) je

S:w a také S=1/s(s—a+c)(s—0b)(s—d),
2
kde s = 4=cfbtd,
b
A]
A a E a—c B
Obr. 3
Ze vztahu
w:\/s(s—a—i—c)(s—b)(s—d)
vyjadiime v
1
v:m\/(a+b+d—c)(b+c+d—a)(a+d—b—c)(a+b—c—d).

Zdver. Vyska v lichobézniku ABC' D ma velikost

v:z(a—l_c)\/(a+b+d—c)(b+c+d—a)(a+d—b—c)(a+b—c—d).

Zdroj:

Bocek, L.: Zaklady planimetrie, SPN, 1985.

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek
Autor: Mgr. Zdenék Netopil; netopil@gjs.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: vektor, velikost vektoru, skalarni soucin, tihel sevieny vektory

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: pojem vektoru, souradnice vektoru
Jsou dény vektory a = (1;2) a b = (3;1). Urcete:

a) skalarni soucin vektorti a a b,
b) skaldrni soucin vektora a a b, velikost vektori a a b
¢) skalarni soucin vektoru a, b a uhel, ktery sviraji vektory a, b.

Reseni
a) Skalarni soucin a - b vektoria a = (aj,az) a b = (by,bs) je definovan vztahem
a-b= a1b1 + a2b2.

V nasem pripadé plati
a-b=1-3+2-1=5.

b) Velikost vektoru a = (a1, as) je definovana vztahem

la| =+/a-a=/d} + a3

V nasem pripadé tedy plati

la|=V12+22 =15 |b|=+/32+12 = V10.

c¢) Pro thel ¢, ktery sviraji vektory a = (aq,a2) a b = (b, by), plati

a-b - &1[71 —l—a2b2
al-|bl  \/a? a2 /2 + 03

Cos p =

tedy v nasem pripadeé je

3+2 5 1 V2
cosp = = L
V5-V10 VE-vBe2 V2 2
Odtud ¢ = 45°.
Zavér. Skalarni sou¢inem vektoru a = (1;2) a b = (3;1) je 5. Velikost vektoru

a = (1;2) je /5, velikost vektoru b = (3;1) je v/10. Uhel, ktery oba vektory sviraji,
je 45°.
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Uloha 2 (tiroveii 2)
Predpokladané znalosti: vektor, goniometrické funkce, souctové vzorce

Najdéte vektor, ktery svird s vektorem a = (1;2) thel 45° a mé stejnou velikost
jako a.

ResSeni
Zjistime odchylku daného vektoru od kladného sméru osy x a urc¢ime vektory s od-
chylkou o dany thel mensi a vétsi (existuji tedy dva takové vektory).

Ziejmé
) 2 1
sSme = —, COSY = —=,
V5 V5
viz obrazek
2
NG
a
P
1

Hledané vektory jsou:

x; = V/5 - (cos (@ 4 45°) , sin (¢ + 45°))
xo = /5 - (cos (p — 45°) , sin (¢ — 45°))
Uzitim souctovych vzorci dostaneme
x; =5 - (cos (@ + 45°) , cos (¢ + 45°)) =
= /5 - (cos @ cos 45° — sin @ sin 45°, sin ¢ cos 45° + cos g sin 45°) .
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Vzhledem k tomu, ze

2
sin 45° = cos 45° = g,
je
2 1 2 2 1 2
X1=\/5-£-<———;—+—>=£-(—1;3)
2 \WVb6 V5V V5 2

Analogicky vypocteme
xy = /5 - (cos (¢ — 45°) , cos (¢ — 45°)) =
= V/5 - (cos p cos 45° + sin psin 45°, sin @ cos 45° — cos @ sin 45°) =

2 1 2 2 1 2
=\/§.£. (_+_;___) =£.(3;1)_
2 \WVs V55 VB 2
Zaver. Hledané vektory lze vyjadrit ve tvaru
2 2
S )

— —
Jsou dény vektory AB = (t,1) a AC = (2,t), kde ¢ je redlny parametr. UrcCete
parametr ¢ tak, aby trojihelnik ABC' mél obsah S = 2.
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Reseni
— —
Vektory AB = (t,1) a AC' = (2,t) sviraji thel
3t

VE+1-VE2+4
Obsah trojihelnitku ABC' vypocteme podle vzorce

Ccosa =

1
S==bcsi
5 besina,
t].
5 \/t2+1-\/;2+4-sina .,
7 tohoto vztahu vyjadiime
) 4
sin o =

VE+T-VE+4
Vypoctené hodnoty sin o a cos o dosadime do vztahu sin? a + cos? a = 1, dostaneme
92 + 16
(2 +1)- (2 +4)
Po jednoduché upravé pak obdrzime bikvadratickou rovnici

=42 —12=0.

Zavedenim substituce y = 2 prejde bikvadratickéd rovnice na kvadratickou rovnici
Y —dy —12=0,

jejimiz kofeny jsou y; = 6 a yo = —2.
Vratime se k ptvodni nezndmé t. Protoze y = t2, y musi byt nezaporné. Je tedy
t? = 6, odkud |t| = v/6. Proto

t1 =v6,  ty=—V6.

Zdvér. Hledany parametr ¢ nabyva hodnoty v/6 a —v/6.
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Zdroj: dilo autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: odchylka primek, osova soumérnost, vektory

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: osova soumérnost, obecna rovnice primky, odchylka
primek
Piimka p je dédna rovnici 3z + y + 5 = 0, pfimka p’ je obrazem piimky p v osové
soumérnosti s osou o, kterd je dana rovnici x + 2y — 10 = 0. Vypocitejte (v obloukové
mire) velikost ihlu, ktery sviraji primky p a p'.

ReSeni

Osa o puli thel, ktery sviraji primky p a p’. Hledand odchylka ¢ je tedy dvojnasobkem
odchylky primek p, o. Pfimka p ma normélovy vektor (3;1), normélovy vektor osy o je
(1;2). Pro odchylku ¢ plati

3;1)-(1;2 2
>~ V105 2 2 4 2
Zaver. Piimky p a p’ jsou navzajem kolmé, sviraji tedy thel ¢ = 7.

Metodické poznamky
Ulohu je mozno doplnit grafickym Tesenim (neni nutné), ¢ rozsitit o pozada-
vek nalezeni pruseciku piimek p a p’ ¢i rovnice pifmky p'.

Uloha 2 (tiroveti 2)

Predpokladané znalosti: osova soumérnost, obecna rovnice primky, odchylka
primek, osa tsecky, vztahy mezi goniometrickymi funkcemi
Vypocitejte (ve stupnich) odchylku piimek p a p’, které jsou osové soumérné podle

piimky o. Pfimka p je ddna rovnici 3z +y + 5 = 0 a osa o je zaroven osou usecky AB,
kde A = [1;4], B = [2;5].

ResSeni
Osa tusecky AB je kolma k vektoru AB — (1;1), ten je tedy jejim normélovym
vektorem. Pro odchylku ¢ ptimky p od osy o plati

(31 - (L] 2V5

cos p = = ,

V10 - 5
64
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pak odchylka piimek p a p’ je 2, kde

cos2p = (cos )’ — (sinp)? =2 (cosp)’ —1 == = =537,

Zdvér. Piimky p a p’ sviraji thel asi ¢ = 53°7" .

Uloha 3 (tirovei 3)

Predpokladané znalosti: osova soumérnost, obecna rovnice primky, odchylka
primek, stred tsecky
Vypocitejte odchylku piimek p, p’ (ve stupnich), které jsou osové soumérné podle
piimky o:z + 2y — 10 = 0. Pfimka p obsahuje bod A, pfimka p’ bod B, kde A = [0;0],
B [4;5].

Reseni
V osové soumérnosti se bod A = [0;0] zobrazi na bod A" = [ay;as], ktery lezi na
—
piimce p’. Vektor AA" = A — A = (a1 — 0;a3 — 0) je kolmy k ose o. Je tedy rovnobéZny
s jejim normélovym vektorem (1;2), proto plati

a; = k‘, ap = 2k. (1)

Stred S = [m;n] tsecky AA’ leZi na ose o, proto pro jeho souradnice plati m+2n—10 = 0,
tedy m = 10 — 2n. Zaroven

O-l‘(ll O+a2
S = :
it

odkud uzitim vztaht (1) a feSenim soustavy rovnic

a1

10— 2n = —
n 2,

a2

n=—,

2

ziskdme a1 =n =k =4, ay = 8.
Odchylka § pifmky p od osy o je stejnd jako odchylka piimky p’ od osy o. Uhel,
ktery sviraji piimky p, p’ je dvojndsobkem odchylky § piimky p’ (se smérovym vektorem
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— —
A'B) a osy o (se smérovym vektorem (2;—1)). Vektor A’'B = B — A’ ma soufadnice
(4 —a1;5 — az) = (0; —3). Pro odchylku ¢ plati
. . 2. _1
e 0= @] V5

3.5 B
c0828 = (cosd)? — (sind)? =2 - (cos6)? — 1= —=

odkud
© = 126°53’.

Vzhledem k tomu, Ze pro odchylku piimek plati 0° < ¢ < 90° je hledana odchylka

o = 180° — 126° 53’ = 53°7".

Zdvér. Odchylka primek p, p’ je o = 53°7".

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Ivana Ondrackovd; ondrackova@gjkt.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: odchylka dvou primek, rovnobéznost, smérovy a normélovy vektor

Uloha 1 (troven 1)
Predpokladané znalosti: incidence bodu na primce, rovnobéznost primek,
smérnice primky, smérovy thel

Je dana primka p: 3x + by — 1 = 0. Urcete b tak, aby platilo:

a) B[2;2] € p,

b)plly,
c¢) Smérovy thel piimky p je .

Reseni

a) Aby bod B lezel na ptimce p, musi jeho soutadnice vyhovovat rovnici piimky p, musi
proto platit 6 +2b — 1 = 0, odtud b = 2,5.

b) Primka rovnobézna s osou y mé rovnici x = ¢, ¢ € R, proto je koeficient b = 0.

¢) Smérnicovy tvar rovnice primky p je y = —%x + %, kde —% je jeji smérnici &, = tg ¢,
v nasem pripadé je ¢ = &:

3
tg % =7 tedy b= —3V3.

Metodické poznamky
Pokud nac¢rtneme obrazek, zjistime, ze normalovy vektor piimky p v tloze c)
svird s osou x uhel a = %’T a odtud plyne vysledek okamzité.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vzdalenost bodu od primky
Jsou dany body M[—2;3], A[5; —1], B[3;7]. Najdéte vsechny piimky, které prochazeji
bodem M a od bodi A, B maji stejnou vzdalenost.

Reseni
Necht ma hledana pfimka p rovnici p:az + by + ¢ = 0. Lezi-li bod M na pfimce p,
jeho soutadnice vyhovuji vyse uvedené rovnici. Po dosazeni souradnic bodu M dostaneme
¢ = 2a — 3b. Po dosazeni do vztahu pro vzdalenost bodu A, resp. B od piimky p a po
uprave vyjde
|pa — b+ 2a — 3b| = |3a + Tb + 2a — 3b|.

Resenim této rovnice je a = 4b nebo a = 0.
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Po vyjadreni ¢ pomoci b a po dosazeni do rovnice axz + by + ¢ = 0 vychazeji dvé
primky

dr+y+5=0 a y—3=0.

Uloha 3 (tiroveii 3)
Predpokladané znalosti: tihel vektori, odchylka primek
Napiste rovnici primky p, kterd prochazi danym bodem A[l;3] a s ptimkou ¢: 4y —
— 7 =0 svira thel v = 7.

ResSeni

Vzhledem k tomu, ze bod A ¢ ¢ (ovérte!), budou takové primky dvé. Obecné rovnice
primky, tedy i hledané p, mé tvar ax+by+c = 0. Bod A na ni lezi, proto jeho souradnice
rovnici vyhovuji a plati a + 3b + ¢ = 0. Velikost normalového vektoru u hledané primky
muzeme zvolit libovolné, pro jednoduchost ji zvolme

= |(a:b) =1 = Vetrr=L1

Normalovy vektor v pfimky ¢ ma souradnice v = (0;4). Odchylka pfimek p, ¢ je shodna
s odchylkou jejich normélovych vektort

|0a + 4b| V2
= —— = b _ .
cos 11 |b] 5
Po dosazeni do rovnice a? + b = 1 dostaneme |a| = g Pokud maji a, b stejna
znaménka, pak |c| = 2v/2, pokud maji opacnd znaménka je |c| = /2. Ziskdme tak
dvé dvojice ekvivalentnich rovnic. Hledané rovnice maji po tpravé tvar ¢ +y — 4 = 0
arz—y+2=0.

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Véaclav Vanék; vvanek1@seznam.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: vektor, souradnice vektoru, sc¢itani bodu a vektoru, kolmé vektory,
parametricka rovnice primky, rovnice osy uhlu

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: souradnice vektoru, navzajem kolmé vektory

Jsou dény body A = [0;2] a B = [6;5]. Urcete

a) stfed S tsecky AB,
b) body C' a D tak, aby ABCD byl ¢tverec.

Reseni
. . . VN s . 1 T
a) Vime, ze soutadnice vektoru XY ziskdme odectenim soufadnic poc¢atecniho bodu

— —
vektoru od jeho bodu koncového, tj. XY =Y — X. Odtud Y = X + XY. Protoze
|AS| = [SB, je

1

(B—A)=5-(6;3) = (3;15),

| —

1
2
a tedy
S=A+AS =02 +(3;1,5) = [3:3,3].
b) Body C' a D vypoéteme tak, ze k bodum B a A pricteme vektor u, ktery je kolmy

na vektor AB — (6;3) a m4 velikost |AB|. Takovym vektorem je vektor u = (—3;6),

nebof 1@ -u = 0, tj. /ﬁ 1 u, a velikost vektort je v obou pripadech v/45. Jednou
z moznosti je tedy
C=B+u=1[6;5]+(—3;6) = [3,11],

D=A+u=10;2]+(-3;6) = [-3,8].
Druhou moznosti, s body C', D lezicimi v opacné poloroviné urcené primkou AB, je
C'=B—u=[65] - (=3;6) =[9,—1],

D=A—-u=]0;2] —(-=3;6) = [3, —4].

Zaver.

a) Stred S usecky AB, kde A = [0;2] a B = [6;5], ma soufadnice S = [3;3,5].
b) Body C, D dopliujici body A, B na ¢tverec maji souradnice bud C' = [3,11] a
D =[-3,8], anebo C' = [9,—1] a D = [3, —4].
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Analogické ulohy:

1. Vypoctéte body, které rozdéluji usecku AB na 3, 4 atd. stejné dily.
2. Vypoctéte prusecik thlopticek daného ¢tverce nebo rovnobézniku.

Je dan trojihelnik ABC, kde A = [0;0], B = [5;0], C' = [2; 3]. Urcete

a) tézisté T trojihelniku ABC,
b) ortocentrum V trojihelniku ABC.

ReSeni

C

>
T
B
A S B
a) Tézisté T lezi v jedné tfetiné téznice SC, Bod S je stied strany AB. Tedy
~A+B [0;0] +[50 [5
S — 2 — 2 - 2 Y 0 )

1= 5
T—S—I-gSC'— [5,0

1 1 7

- | —=:3)=|=:1].
5 (559) - 5]

b) Ortocentrum V' najdeme jako prusecik primek na nichz lezi vysky v, a v.. Piimky
popiseme jejich parametrickymi rovnicemi.

Smérovy vektor v, je vektor kolmy na primku BC'. Vektor B? mé soutadnice (—3;3),

vektor kolmy na pfimku BC méa soufadnice (3;3). V parametrické rovnici piimky v,
muzeme pouzit vektor s nim rovnobézny, napt. vektor (1;1). Plati:

X =[0;0] + k- (1;1) = [k, k], keR
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Smérovy vektor vy, je vektor kolmy na primku AB. Vektor E mé soutadnice (5,0),
vektor kolmy na piimku AB méa soutadnice (0;5). V rovnici pfimky v. muzeme pouzit
vektor s nim rovnobézny, napt. vektor (0;1). Plati:

X =[23+1-(0;1)=[23+1, [€R

Pro prusecik obou primek plati [k, k] = [2,3 + (], k,l € R. Zfejmé k = 2. Orto-
centrum V' mé soutadnice V' = [2;2].

Zaver. Tézisté T trojuhelniku ABC, kde A = [0;0], B = [5;0], C = [2;3], ma
soutadnice 1" = [%, 1]. Ortocentrum V' trojuhelniku ABC mé soufadnice V = [2;2].

Analogickd uloha:

Vypoctéte stied kruznice opsané danému trojuhelniku ABC.

Uloha 3 (troveri 2-3)
Predpokladané znalosti: s¢itani bodu a vektoru, kolmé vektory, feseni kvad-
ratické rovnice

Jsou dany body A = [~1;V/5] a B = [V/5; —1]. Najdéte souiadnice bodi C a D
obdélniku ABCD, jehoz kratsi strana BC' je ke strané AB ve zlatém poméru (poméru
zlatého Tezu).

Reseni
Body C a D vypocteme tak, k bodim B a A pricteme vektor B?, ktery je kolmy na

vektor zﬁ a ma pozadovanou délku.

Usedka je rozdélena na dvé ¢sti ve zlatém poméru, jestlize pomér celé tsecky k vétsi
¢asti je stejny jako pomér vétsi ¢asti k mensi. Oznac¢me délku dané tsecky a a x nechf
je délka jeji vetsi casti. Vypocteme délku x hledaného vektoru. Zlaty pomér muzeme
vyjadrit rovnici

a x

r a—1x

Odtud po snadné upravé dostaneme kvadratickou rovnici s parametrem a

22 +axr—a®=0.
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Jelikoz hleddme délku tsecky, zajima nas pouze kladny koren této rovnice, ktery je tvaru

VE-1

r = a.

2

Velikost vektoru B? je tedy @ nasobek velikosti vektoru B .

Plati AB — (V5 + 1;—1 — v/5) a vektor na néj kolmy mé napi. souiadnice (1 +
+v/5,4/5 + 1). Protoze velikost takto urc¢eného kolmého vektoru je stejna jako velikost

vektoru B , je

BC = \/32_1 (1+V5,V5+1) = Ehbitha L) (1;1) = (2;2).

(\]

Je tedy
C=B+BC=[5-1+(22) =72+51],
D=A+BC=[-1;v5 +(22) = [1,2+ V5.

Pokud nés zajimé i obdélnik v opacné poloroviné urcené primkou AB, pak
C=B-BC=[V5-1]- (22) = -2+ V5,-3),
D=A—BC=[-1;v5 — (2:2) = [-3,~2 + V3].

Zdvér. Hledany obdélnik méa vrcholy o soufadnicich A = [-1;/5], B = [V/5; 1],
C = [2++5,1], D = [1,2 + /5] (viz obrazek), resp. A = [-1;V5], B = [/5;—1],
C=[-2++5-3],D=[-3 -2+ 5]

D

N

B

Metodické poznamky
Nejdrive je zaktim nutno vysvétlit pojem ,zlaty rez“. Ulohu lze zjednodusit
zadanim konkrétniho pomeéru stran obdélnika.

72



Uloha 4 (troven 3)
Predpokladané znalosti: pocitnani s vektory, parametricka rovnice primky,
pocitani s odmocninami

Je dan trojihelnik ABC, kde A = [0;0], B = [5;0], C' = [2; 3]. Urcete

a) rovnici osy thlu BAC,
b) stifed M kruznice vepsané trojuhelniku ABC'.

ResSeni

a) Muzeme postupovat takto: Najdeme body U € AB,V € AC tak, aby |[AU| = |AV],
tj. trojuhelnik UAV byl rovnoramenny. Potom piimka prochézejici bodem A a stredem
usecky UV je hledand osa thlu BAC.

Body U, V lze nalézt tak, ze k bodu A = [0;0] pfipocteme jednotkové vektory ve
sméru AB a ve sméru AC. Jednotkovy vektor ve sméru AB ziskame tak, ze vektor

AB = (5,0) vydélime jeho velikosti 5, dostaneme (1;0). Analogicky, jednotkovy vektor

ve sméru AC je \/%(2;3). Takze

U0, Ve g VI3

V13
Stied W tsecky UV je (viz tlohu 1)
U+Vv [13+2\/ﬁ'3\/ﬁ]

W=— 2 2

vektor

T — 13+2¢ﬁ;3\/1_3 .
26 26

—
Pro snadnéjsi vyjadreni rovnice primky AW vezmeme misto vektoru AW s nim rovno-
—
b&Zny vektor s = (2 + v/13,3). (Je totiz Y2 s = AW.)
Parametricka rovnice osy thlu BAC je tedy:

X:A+k-s:[o;0]+k-(2+\/ﬁ;3), keR

b) K urceni stfedu kruznice vepsané trojuhelniku ABC pomoci pruseciku os thlu
potrebujeme jesté jednu osu nékterého ze zbyvajicich ihli. Analogicky jako v pripadé a)
najdeme rovnici osy ihlu ABC. Body U’ € BA a V' € BC pro néz plati |BU'| = |BV|

jsou napft.

U= [5:0] 4 - (-5:0) = [4:0],

V':[5;O]+L-(—3;3):[ 5 5

3V2
Stred W’ usecky U'V’ je

W/

LUV [18-V2 V2
2 4 747

73



vektor

o (V)

4 4

—
Pro snadnéjsi vyjadieni rovnice piimky BW' vezmeme misto vektoru BW' s nim rovno-

—
bezny vektor r = (—v/2 —1;1). (Je totiz %2 r = BW'.)
Parametrickd rovnice osy tthlu ABC' je tedy:

X:B+l-r:[5;o]+l-(—ﬁ—m), leR

Nyni jiz mtzeme vypocitat prisecik obou piimek. Pro stfed vepsané kruznice musi
platit

[0:0] + k - (2+\/13;3) = [5:0] +1- (—\/5— 1;1) :
coz rozepsano po slozkach déava soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

2+ VI3 k=5+(-vV2-1)1,
3k =1,

z niz vypocteme

5
k= )
5+ 3v2+ /13

Je tedy

5
M= .[2+\/13;3].
543v2+/13
Vyrazy s odmocninami muzeme pomoci kalkulacky (napf. softwarové na PC) vycislit.
Dostaneme M = [2,1815;1,1675].

Zaver. Parametricka rovnice osy thlu BAC je X = [0;0] + k - (2 +V13; 3), kde k
je realny parametr, stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC' mé& s presnosti na setiny
souradnice [2,18;1,17].

Metodické poznamky

Spravnost vysledku lze ovérit vypoctem vzdalenosti bodu M od stran troju-
helnitku ABC' danych rovnicemi AB:y =0, BC:x4+y—5=0a AC: 3z —2y = 0.
Dostaneme vzdy r = 1,1675, jak bylo o¢ekavano vzhledem k tomu, ze AB lezi na
ose x a yps je tudiz polomérem vepsané kruznice.

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material: dilo autora
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@upol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: vektor, souradnice vektoru, soucet a soucin vektorti

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: velikost vektoru, linearni zavislost vektoru

Dokazte, ze stfedni pricka trojihelniku (tsecka spojujici stfedy dvou sousednich
stran) je rovnobézna se stranou, kterou neprochézi a mé velikost poloviny této strany.

Reseni
V trojihelniku ABC' oznacme stfedy stran AC' a BC' po tadé X[z1,x2], Y|y1,ye].
Ztejmeé plati
1 1 1 1
1= (a1 +c1), wa=(az+c2), y1=5b1+ecr), y2=5(ba+ca)
2 2 2 2
. . ey ,
Soufadnice vektoru XY = (y; — x1,y2 — x2) lze psat ve tvaru

1 1 1
Yy — T2 = 5(51 +c1—ap —01) = 5(51 - CL1), Y2 — T2 = 5(52 - a2)7

— —
to znamenad, ze XY = %E Vektor XY je tedy skalarnim nédsobkem vektoru z@, z ¢ehoz
plyne, Ze jsou tsecky rovnobézné.

Metodické poznamky
Je vhodné upozornit zaky na souvislost s jiz diive probranou stejnolehlosti
trojuhelniki.

Uloha 2 (troveii 2)

Vvev

vV

jeho vrcholti. Dokazte.

Reseni

Vv

AD = 2 AT,

Pro tézisté Ty trojuhelniku ABC plati

? 1 1
m:?)TI 9 <= C—T1:3(T2—T1) @ngg(C—I—ZTI) <~ ngg(A—f-B—i-O)
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Vv

ToD = AToTy < D — Ty = 4(Ty — T).

Po dosazen{ za Ty = (A + B + C) dostaneme T3 = 1 (A+ B + C + D).

1
3

Metodické poznamky
Teéziste je frekventovany fyzikalni pojem, popis pohybu téles se vztahuje na

Vvoev

U trojuhelnika je mozné tento experiment overit matematicky:.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: jehlan a jeho vlastnosti, smiseny souc¢in vektort, od-
chylka vektori

Je dan pravidelny trojboky jehlan ABCV | jehoz vyska ma stejnou velikost jako hrana
podstavy. Urcete odchylku boéni stény od roviny podstavy a objem jehlanu vite-li, ze
velikost vysky je a.

Reseni

Vv

x lezela stredni pricka podstavy, rovnobézna s hranou AB, osa y prochéazela sttedem S
hrany AB a bodem C, osa z pak bude prochazet vrcholem V. Plati

S10;0; 0], V[0;0; al, A {—g;%\/g;()] ., B B;%?O} , C {0;—%3;0} :

Vektory

57:(0;—%/3;0) a ﬁz(O;—a 3;a).

6

Odchylka stény a podstavy jehlanu je rovna velikosti thlu o = <T'SV

H
cos v = ﬁ.SV B :\/1_3 =  a=T7354,

S7)-|sv] V1B 13

e —
kde 57 - SV je skalarni soucin vektorii ﬁ a SV.
o
Pro objem jehlanu plati vztah W = %](1@ X 1@) <AV, kde AB x AC mag vektorovy

soucin vektoru 1@ a 1@ . Po dosazeni dostaneme
V3

18
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Ulohy k procvicent.

e Jsou dény body A[6;4], B[4;0], C[6; —1]. Zjistéte, zda je trojihelnik ABC' pravothly.
[ano, 5 = 90°]
e Jsou dany body M][3;7], N[—4;1],0]0;9]. Urcete bod X|x,y], ktery je dopliuje na
rovnobéznik. Kolik takovych bodu X existuje?
e Je dan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABC' DV | jeho podstava ma hranu a = 6 cm, vysku
v = 3v/2cm. Uréete odchylku mimobézek AV a BC.
[60°]

e Dokazte, ze pro skalarni soucin vektoru u,v plati
(u+v)(u—v)=u’ v

Na zakladé tohoto pak dokazte vétu: Md-li rovnobéznik vsechny ctyri strany shodné,
jsou jeho uhlopricky na sebe kolmé.

Zdroj:
Archiv autora,
Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.

Obrazovy material:
Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: kuzelosecky — elipsa, hyperbola

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: analytickd geometrie kvadratickych ttvaru (elipsa,
hyperbola)
Elipsa je ddna rovnici 1622 +25y? = 400. Napiste rovnici hyperboly, jejiZz vrcholy jsou
soucasné ohnisky dané elipsy a ohniska jsou vrcholy dané elipsy.

Reseni
Stredova rovnice dané elipsy je

2 2

25 16
Stied elipsy tak mé soutradnice S [0; 0], hlavni poloosa je a = 5, vedlejsi poloosa je b = 4.
Pro vystfednost elipsy dostaneme e = v/a? — b2 = /25 — 16 = 3. Hlavni vrcholy elipsy

tak jsou body A[—5;0], B[5;0], ohnisky elipsy jsou body E [—3;0], F'[3;0] (viz obr. 1).

Obr. 1

Pro hledanou hyperbolu plati, ze jeji stfed ma souradnice S [0; 0], vrcholy maji sou-
fadnice A; [—3;0], By [3;0], tedy hlavni poloosa je a = 3. Ohniska hyperboly mayji
souradnice Fj [—5;0], Fy[5;0], vystfednost je e = 5. Pro vedlejsi poloosu tedy plati
b=+Ve2—a?2=+25-9=4.

1'2 2

Zaver. Hledana hyperbola ma stfedovou rovnici 9 16 1, tedy

1622 — 9y? = 144.
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Metodické poznamky
V tloze vyuzivame vlastnosti elipsy a hyperboly.

Uloha 2 (troven 2-3)
Predpoklddané znalosti: analytickd geometrie kvadratickych ttvara (elipsa,
hyperbola), ptimka, soustava rovnic (s parametrem)

Elipse s poloosami délek a > 0 a b > 0 je vepsan ctverec. Urcete délku jeho strany.

ReSeni

Zvolime elipsu se stifedem v bodé S [0; 0], jeji stfedova rovnice je Z—; z—j = 1. Elipse
je vepsan ¢tverec K LM N, délku jeho strany z urc¢ime napt. z pravouhlého trojihelniku
K LM. Vypocitame vzdalenost boda K, M, tedy délku prepony v pravouhlém trojihel-
niku KLM, |KM| = 2/2, odtud uréime z.

N

Obr. 2

Uhlopiicky &tverce sviraji se stranou ¢tverce thel 45°, proto budou vrcholy K a M
lezet na primce s rovnici y = « (viz obr. 2). Souradnice bodu K a M uréime jako spolecné
2
body elipsy a ptimky p:y = x, fesSime tedy soustavu rovnic "5—; +4% = lay = z. Postupné
dostavame

w? 2P
o + i 1,
°b* + 2%a® = a®b?,
z? (b2 +a?) = a®b?,
9 a’b?

r° = Pt
Odmocnénim dostaneme dvé reseni
ab —ab
Ve T Vew
Body K a M tedy maji souradnice
—ab ab ab ab
\/a2+b27_\/a2—|—b2}7 l\/a2+b2’\/a2+b2
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Uréime vzddalenost bodu K a M.

|KM| = \/(ml — l{?l)Q 4+ (mg — k2)2.

Dosazenim souradnic bodia K, M a tpravami postupné dostaneme

KM]| = < ab N ab )2 N ( ab N ab )2 B 8a2b?
VWV Va2 Va2 + 02 Va2+z) Va4

Protoze |K M| = z+/2, miizeme vypocitat z.
C|KM| 2ab
V2 Va2 + b2

Metodické poznamky
V tloze vyuzivame znalosti z analytické geometrie kvadratickych a linedrnich
utvaria (elipsa, prfimka), FeSeni rovnic s parametrem.

Uloha 3 (troveii 3)

Predpoklddané znalosti: analytickd geometrie kvadratickych ttvara (elipsa,
hyperbola), pfimka, soustava rovnic (s parametrem), kvadratické rovnice s para-
metrem

Elipse s poloosami délek a > 0 a b > 0 je opsan c¢tverec. Urcete

a) délku jeho strany,
b) souradnice bodu dotyku ¢tverce a elipsy (pro elipsu se stfedem v poéatku soustavy
soutadnic).

Reseni
a) Zvolime elipsu se stfedem v poc¢atku soustavy souradnic, jeji stfedova rovnice je

2 2
? + Z—Q =1.

Vrcholy ¢tverce opsaného elipse oznac¢ime K, L, M, N. Vzhledem k tomu, ze ithlopric-
ky ¢tverce jsou k sobé kolmé, navzajem se puli a maji stejnou délku, pokud oznacime
q vzdalenost bodu K od pocatku soustavy souradnic, pak budou souradnice vrchol
K [0;q] a L[—q;0] (viz obr. 3). Délku strany z ¢tverce K LM N urcime jako vzdalenost
bodu K a L, tedy z = |KL|. Strana KL Ctverce opsaného elipse lezi na primce p,
kterda ma rovnici y = x+¢q. Vzdalenost ¢ uré¢ime pomoci bodu dotyku elipsy a ¢tverce.
Jeden z bodi dotyku je spolecny bod elipsy a primky p, musi spliovat rovnici elipsy
i pifmky. Resime soustavu dvou rovnic

2 2

!

a b2
y=-+q.
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Obr. 3

Dosazenim a tpravou dostavame kvadratickou rovnici

v2a? +a® (x4 q)° = a*?,

v2a? + a%2? 4 2zqa® + a*¢* = V2,
2? (a® 4+ b%) + 2zqa® + a* (¢* — b*) = 0. (1)
Bod dotyku je jediny spoleény bod elipsy a primky, kvadratickd rovnice ma prave
jedno Feseni, pokud jeji diskriminant je roven 0. Resfme tedy rovnici, kdy diskriminant

D rovnice (1) je roven 0

D =4a*¢® — 4 (a2 + b2) a? (q2 — b2) =0,
4a*q® — 4a*q® + 4a*D? — 4a*0? ¢ + 4a%* = 0,
a*t? — a*b*¢* + a*b* = 0. (2)

Rovnici (2) vydélime souc¢inem a?b? a dostévame
aQ—q2+b2:O = q2:a2+b2.
Odtud méame dvé reseni
W= VITE, o= IR

Bod K mé tedy soufadnice K [0; V& ¥ bQ], bod L [—\/&2 T2 0] Uréime vzdéle-
nost bodu K, L

|KL| = \/(—\/a2+b2 —0>2+ (0— \/a2+b2>2 = Va2 4+ +a2+b =
=242+ 202 =/2(a®>+ ) =z
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Délka strany ctverce opsaného elipse je
z=1/2(a®+b?).

Pozndmka. Primka KL mé absolutni clen roven ¢, a tedy rovnici y = x +
++va? + b2. Absolutni ¢len ¢; m4 také piimka K N, jeji rovnice je y = —z++v/ a2 + b2.
Absolutni ¢len g maji piimky LM a M N, rovnice primky LM je y = —x —+/a? + b2,
rovnice piimky M N je y = x — Va? + b2.

b) Urcime soutadnice bodu dotyku elipsy s primkou K L. Po dosazeni ¢ = v/a? + b* do
rovnice (1) dostdvame kvadratickou rovnici

2? (a® +b%) + 2za®Va? + b2 + a® (a® + b* — V) =0,
2? (a® +b%) + 2za® /a2 + b2 + a' = 0. (3)

Protoze bod dotyku je jediny spoleény bod elipsy a primky K L, diskriminant kvad-
ratické rovnice (3) je roven 0 a FeSeni této rovnice (prvni soufadnice bodu dotyku)

je
—2@2\/@27—#()2 B —a?
2(a2+0?) a2+ b2

Druha souradnice bodu dotyku je

y=xz+qg=1x+\a>+b?

, _ 42
po dosazeni x = \/QZ—Gﬁ dostaneme

xTr =

—CL2 62
Bod dotyku T} ma souradnice T} { : } )
Va2 + b2 a2 + b2

Vzhledem k symetrii elipsy podle hlavni a vedlejsi osy budou dalsi body dotyku
mit souradnice

—a? b2 a? b2 a? b2
T2 y :| 3 T3 |: y :| 5 T4 |: ;
Va2 +02" a2+ 12 Va2 +2" Va2 + 12 Va2 + 02 Va? + b2

Metodické poznamky
V tloze vyuzivame znalosti z analytické geometrie kvadratickych a linedrnich
utvari (elipsa, primka), feSeni kvadratické rovnice s parametrem.

Zdroj:

Archiv autora

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Ivana Machacikovd; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: obecnd a parametricka rovnice roviny v prostoru, normélovy vektor,
skalarni soucin, vzdalenost rovnobézek, odchylka primek, osa mimobézek

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: obecna a parametricka rovnice roviny v prostoru
Jsou dany body A[0;0;0], B[1;0;3] a C[2;—1;—2]. Napiste parametrické rovnice
a obecnou rovnici roviny ABC.

ResSeni

Uréime vektorovy soudin AB x Jﬁ = (=3;—4;—1), coz je norméalovy vektor roviny
ABC'. Po vynasobeni —1, muzeme napsat obecnou rovnici roviny ABC' ve tvaru 3z +
+4y 4+ z = d. Body A, B, C' v roviné lezi, proto jejich soufadnice rovnici vyhovuji —
po dosazeni je d = 0. CimzZ jsme ziskali obecny tvar rovnice roviny ABC. Parametrické
vyjadreni ziskame tak, ze dvé proménné si zvolime sami, napt. x = t, y = s a po dosazeni

do obecného tvaru vyjde z = —3t — 4s. Parametrické vyjadreni roviny ABC' je
ABC:z =t,
Yy=Ss,

z = —3t — 4s, kde t,s € R.

Uloha 2 (troven 2)
Predpokladané znalosti: obecna rovnice roviny, rovnobéznost, normalovy vek-

tor roviny
Je dana primka
pix=1+t,
y =2+ at,
z =4,

kde t € R. Dokazte, Ze pro zadné realné a nebude primka p rovnobézna s rovinou

pr+ay+o5z—1=0.

83



Reseni

Aby byla ptimka rovnobézna s rovinou, musela by mit soustava rovnic primky a roviny
nekone¢né mnoho feseni (pfimka lezi v roviné) nebo zadné Tesent.

Dosadime-li z parametrickych rovnic primky do obecné rovnice roviny, dostaneme
rovnici s neznamou ¢, ktera by nesmeéla mit pravé jedno reseni. To by nastalo, praveé kdyz
je koeficient u parametru ¢ roven nule. Tento koeficient ma ale hodnotu (1 + a?) a tento
vyraz je pro kazdé a € R kladny. Tim je dikaz proveden.

Metodické poznamky

Ke stejnému vysledku se dostaneme téz pomoci skalarniho souc¢inu normalo-
vého vektoru roviny a smérového vektoru primky. Protoze jde o kolmé vektory, je
jejich skalarni soucin roven nule.

Uloha 3 (tiroven 2-3)
Predpokladané znalosti: poloha piimek v prostoru, vzdalenost primek, osa
mimobézek, odchylka primek, skalarni soucin vektort

Urcete vzajemnou polohu ptimek, jejich odchylku a popt. vzdalenost, je-li:

pix=T7+t, ¢Gr=3—"7Ts,
y =3+ 2t y=1+42s,
z=9—1t, kde teR. z=1+3s, kde seR.

Reseni

Smérové vektory primek p, ¢ maji po fadé souradnice u = (1;2; —1) a v = (=7;2;3).
Je ztejmé, ze vektory u, v nejsou svymi nasobky, z ¢ehoz plyne, ze primky nejsou rovno-
bézné. Muzeme se tedy pokusit najit jejich prisecik. Resime soustavu rovnic

T+t=3—"7Ts,
342t =1+ 2s,
9—1t=1+4 3s,

kterd nema teseni, proto jsou primky mimobézné.
Vzdalenost mimobézek je velikost jejich osy, t. j. tsecky AB, kde A € p, B € ¢

a usecka AB je kolma na obé primky. Proto je vektor 1@ rovnobézny s vektorovym
souCinem w = u x v (smérovych vektort primek p, ¢). Vzhledem k tomu, ze A € p, B € q
plati

AT+ t342t;9—t], B[3—Ts;1+2s;1+ 3s],
AB = (—4 —Ts— ;-2 + 25 — 2t; —8 + 35 + 1).
Vektorovy sou¢in smérovych vektort
w=uxv=_(1;2;-1)x(=7;2;3) =4-(2;1;4),
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tzn., ze A§ =k - (2;1;4). Po dosazeni a rozepsani do souradnic dostaneme soustavu

—4 —Ts —t =2k,
—2425s =2t =k,
—8 4+ 3s +t = 4k,
jejimz feSenim je trojice s = 0, t = 0, k = —2. Dosazeni téchto hodnot do souradnic

bodi A, B dostaneme A[7;3;9], B[3;1;1]. Jejich vzddlenost |B — A| = /84 = 2¢/21
je zaroven vzdalenosti mimobézek. Zbyva urcit odchylku mimobézek. Ta je rovna thlu
jejich smérovych vektorti u, v. Vyuzijeme-li skalarni soucin smérovych vektort primek p,
q, dostaneme cos p = —=2 Odchylka tak priblizné ¢ini 71° 52" 31”.

V662

Metodické poznamky
Pted teseni této tlohy je vhodné zopakovat uc¢ivo prislusné partie stereomet-
rie, kterda je ¢asto probirana ve volitelném predmétu Seminar z matematiky.

Zdroj:
Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M.: Prehlad matematiky, Bratislava, SPN, 1997.
Obrazovy material:
Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: kulova plocha, rovnice kulové plochy

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: rovnice plochy kulové, stanoveni stiedu a polomeéru,
rovnice kruznice

Je dana plocha kulova
22 4+ y% 4+ 2% — 282 + 10y — 262 + 221 = 0.

Stanovte jeji stied a polomér a také stted a polomeér jejich priinik se souradnicovymi
rovinami.

ReSeni
Do rovnice doplnime ¢éleny tak, abychom dostali iplné c¢tverce:
22 — 28x + 196 + % + 10y + 25 + 22 — 262 + 169 = —221 + 196 + 25 + 169,
(x —14)* + (y + 5)* + (2 — 13)* = 169.
Plocha kulovd ma stied S[14; —5;13] a polomér r = 13. Prunik s rovinou z = 0 mé rovnici
x? — 28z + 9% + 10y + 221 = 0,

2% — 28x + 196 + y* 4 10y + 25 = —221 + 196 + 25,
(x —14)* + (y +5)* = 0.

Prinikem je jediny bod [14; —5; 0] (plocha kulova se roviny z = 0 dotyka). Prunik s rovi-
nou y = 0 mé rovnici
7% — 287 + 2* — 26z + 221 = 0,
2? — 28z + 196 + 2% — 262 + 169 = —221 + 196 + 169,
(z —14)% + (2 — 13)? = 144.

Prinikem je kruznice se sttedem [14;0; 13| a o poloméru 12. Prunik s rovinou z = 0

v+ 10y 4 2% — 262 + 221 = 0,
y? 4+ 10y + 25 + 22 — 262 + 169 = —221 + 25 + 169,
(y +5)% + (2 — 13)? = —2T.

Kruznice nem4 s rovinou x = 0 zadny spoleény bod.
Metodické poznamky

Zéci by méli vysvétlit, pro¢ soufadnice stfedu priniku resp. bodu dotyku
odpovidaji souradnicim stredu plochy kulové.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: rovnice plochy kulové, stanoveni stredu a polomeéru,
vzajemnd poloha bodu a plochy kulové, vzdalenost dvou bodii

Jsou dény 4 body: A[9; —6; 3], B[—5;4; —1], C|—4;10;4], D[8; —1; 1]. Plocha kulové se
sttedem na ose z prochazi body A, B. Rozhodnéte o vzdajemné poloze plochy kulové
a zbyvajicich dvou bodii a urcete, ktery z téchto bodi je blize k plose kulové.

ReSeni

Rovnice plochy kulové, jejiz stfed lezi na ose x je

(. —m0)? +y* + 22 =12

Dosadime soutadnice bodu A, B

(9—0)* + 3649 =17,
(=5 —x0)> +16 + 1 =12,

a TeSime soustavu rovnic o dvou neznamych zy a r. Protoze obé rovnice maji shodné
pravé strany, rovnaji se i strany levé:

(9—20)> +36+9=(=5—x0)> +16+1,
81 — 18z + 0% + 45 = 25 + 10z + x> + 17;

¢leny xp? se rusi a zistane
2819 = 84 = 1y = 3.

Stied S plochy kulové je S[3;0;0]. Odsud

r? =(9—3)+36+9 =81,
takze r = 9. Anulovana rovnice plochy kulové je

(=32 +y*+22-81=0.

Levé strana rovnice
L(C) = (=4 —3)* +10* + 4% — 81 > 0;

bod C' lezi vné plochy kulové a jeho vzdalenost od stiedu S plochy kulové je
10C| = /72 + 102 + 42 = /165 = 12,85.
Vzdélenost bodu C' od plochy kulové je /165 — 9 = 3,85. Levé strana rovnice
L(D)=(8-3)*+1+1-81<0;
bod D lezi uvnitt plochy kulové a jeho vzdalenost od stredu S plochy kulové je
|OD| = /52 + 12 + 12 = v/27 = 3/3 = 5 20.
Vzdalenost bodu D od plochy kulové je 9 — 3v/3 = 3,80.
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Bod D je k plose kulové blize nez bod C.

Metodické poznamky
Porovnat hodnoty vyrazii v/165 — 9 a 9 — 31/3 lze rovnéz postupnou tpravou
vztahu v/165 — 9 o 9 — 3v/3, kde o je nezndmé znaménko nerovnosti.

Uloha 3 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: rovnice plochy kulové, stted a polomér, primka dana
dvéma body, vzajemna poloha primky a plochy kulové, vzdélenost dvou bodu

Vypoctéte vzdéalenost pruseciki P, @) primky p = AB s plochou kulovou, ktera ma
stfed S[3; —2;4] a prochazi bodem M; A[5; —2; —12], B[—11;10; —14], M[4; 16; 10].

ResSeni

Nejprve vypocteme polomér

r=|SM| = \/(4—3)2+(16+2)2 + (10 — 4)* = 19.
Rovnice plochy kulové je tedy
(z—3)*+ (y+2)* + (2 — 4)* = 361.

Smérovy vektor primky AB je u = B — A = (—16; 12; —2); pro parametrické vyjadieni
primky p vezmeme smérovy vektor (8;—6;1):

xr =95+ 8,
y = —2 — 6t,
z=—12+1.

Dosadime do rovnice plochy kulové

(548t —3)% + (=2 —6t+2)*+ (—12 +t — 4)* = 361,
(2 +8t)% + (—6t)? + (—16 +t)* = 361.

Umocnime a ¢leny usporadame

4 + 32t + 641> + 36t + 256 — 32t + t* = 361,
101#* = 101, odkud #; 5 = +1.

Tyto hodnoty dosadime do parametrického vyjadreni primky a dostavame: Pro ¢t = 1 je
x =13,y = =8, z = —11, P[13;-8;—11]; prot = -1l jex = =3,y = 4, z = —13,
Q[—3;4; —13].

|PQ| = \/(—3 —13)% + (4 +8)> + (=13 4+ 11)* = V404 = 2V/101.
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Metodické poznamky
Pri vypoctu pruseciki dostavame pro parametr ¢ kvadratickou rovnici, ktera
se zde redukovala na rovnici 2 = 1.

Uloha 4 (troven 3)
Predpokladané znalosti: rovnice plochy kulové, stfed a polomér, feseni sou-
stavy t¥i rovnic o tfech neznamych, rovnice roviny

Najdéte stied, polomér a rovnici plochy kulové, ktera prochazi body
Al[3;5; -3, B[—5;1;5], C[1;5; 5]
a jejiz stied S lezi v roviné o:x — 2y — 3z = 5.
Reseni
Z podminky ulohy plyne, zZe plati
|SA| =|SB| = |SC| a S € p.
Oznacime-li soutadnice S[z;y; z|, muzeme porovndvat primo druhé mocniny.

SAP = |SBP,
(=32 + (=57 +(=+3)7=(@+5"+(y—1)°"+ (2 - 5>
Umocnime a upravime
22 —624+949> —10y+25+22+624+9 =2+ 102 +25+y* — 2y + 1 + 22 — 102 + 25;
vsechny druhé mocniny se rusi, takze mame —16x — 8y + 16z = 8, tedy
204y — 22 = —1.
7 podminky |SB|? = |SC|? plyne

(€ +5°+ @y —1%+(-5)?%=(r -1+ (y—5*+( = 5)%,
22 +100+254+y2 —2y+ 1422 —102+25 =22 =20+ 1+ 4% — 10y + 25+ 22 — 102 + 25;

vsechny druhé mocniny se opét rusi, takze mame 12x 4+ 8y = 0, tedy
3z 4 2y = 0.
Tteti podminkou pro soutradnice stredu S je S € p:
r— 2y —3z=0>.
Dostali jsme tak soustavu tfi rovnic o neznamych z, y, z.

20 +y — 2z = —1,
3r + 2y =0,
r— 2y —3z=0>.
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Po secteni druhé a tteti rovnice mame
dxr — 3z =5,

po odecteni druhé rovnice od dvojnasobku prvni dostdvame
r=4z — 2,

coz dosadime do predchozi rovnice a dostavame

442 —2) — 32 =5,
162 —8 — 32 =5,
13z =13, takze z=1.

Pak x =2 ay = —2x 4 2z — 1 = —3. Stfed S plochy kulové ma souradnice S[2; —3;1].
Jesté vypocteme polomér plochy kulové, je to r = |SA|.

1SA? = (2-3)%+(-3-52+(1+3)?*=81=r=09.

Rovnice hledané plochy kulové je

(x =22+ (y+3)*+ (2 — 1)* =81

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: mnohostény, platénska télesa, rovina soumérnosti

Uloha 1 (droveti 1)
Predpokladané znalosti: télesa (krychle), pocet hran télesa

Krychli byly odiiznuty vrcholy, jak ukazuje obrazek 1. Kolik hran mé vysledné téleso?

=7

A

Obr. 1

ReSeni

Krychle ma 12 hran, tyto hrany ztstavaji i po odriznuti jejich vrcholt. Odriznutim
vrcholu dostaneme novou sténu, ktera ma tvar trojihelniku, misto kazdého vrcholu mame
tedy navic 3 hrany. Krychle ma 8 vrcholi, celkem dostaneme navic 24 hran, tedy celkovy
pocet hran je 12 4 24 = 36.

Metodické poznamky
Uloha na prostorovou predstavivost. Zdroj Matematicky klokan 2008, kate-
gorie Junior

Uloha 2 (tiroveni 2-3)
Predpokladané znalosti: platonska télesa, rovina soumeérnosti
Urcete, kolik rovin soumérnosti ma:
a) pravidelny étyrstén,
b) krychle a pravidelny osmistén,
¢) pravidelny dvanéctistén a dvacetistén.

Reseni

a) Kazda rovina soumérnosti pravidelného ¢tyfsténu prochazi jednou jeho hranou a stte-
dem protéjsi hrany (viz obr. 2). Protoze ¢tyfstén ma Sest hran, mé také Sest rovin
soumeérnosti.
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Obr. 2

b) Krychle mé dva druhy rovin soumérnosti. T¥i roviny prochézeji stredy ¢tyi protéjsich
hran (viz obr. 3), dalsi roviny prochazeji vzdy dvéma proté&jsimi hranami (viz obr. 4).
Krychle mé dvanéct hran, rovin soumérnosti druhého druhu je tedy Sest. Celkem ma
krychle 9 rovin soumérnosti.

Obr. 3 Obr. 4

Oktaedr je dudlni téleso ke krychli, ma tedy také 9 rovin soumérnosti. TTi roviny
prochézeji vzdy ¢tyfmi hranami osmisténu (viz obr. 5), dalsi prochazeji vzdy dvéma
protéjsimi vrcholy a stiedy dvou protéjsich hran (viz obr. 6). Osmistén ma stejné jako
krychle 12 hran, proto ma Sest rovin soumérnosti druhého druhu, tedy celkem 9 rovin
soumernosti.

Obr. 5

c¢) Kazda rovina symetrie pravidelného dvanactisténu prochézi dvéma protéjsimi hrana-
mi. Protoze dvanactistén ma 30 hran, ma 15 rovin soumérnosti.Pravidelny dvacetistén
je dudlni téleso k dvanactisténu, ma tedy také 15 rovin soumérnosti. Vsechny roviny
symetrie dvacetisténu také prochazeji vzdy dvéma protéjsimi hranami, dvacetistén
ma 30 hran, a tedy 15 rovin soumérnosti.
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Metodické poznamky

Roviny soumeérnosti je nejlépe ukazovat na modelech platonskych téles. Lze
vyuzit na posilovani mezipredmétovych vztahti mezi matematikou a chemii — rada
molekul chemickych prvki a slou¢enin ma tvar platénskych téles, vyuzivaji se pri
jejich studiu i roviny symetrie.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: platonska télesa, roviny soumérnosti platénskych
téles

Na kolik ¢asti se rozpadnou jednotliva platénska télesa, jestlize provedeme Tezy vSemi
rovinami soumeérnosti soucasné?

Reseni

Vsechny roviny soumérnosti prochézeji stredem mnohosténu (resp. stiedem kulové
plochy mnohosténu opsané i vepsané). Proto pokud provedeme Tezy vSemi rovinami sou-
casné, mnohostén se rozpadne na jehlany s vrcholem v tomto stfedu. Vzhledem k symetrii
pravidelného mnohosténu se pri urcovani poctu ¢asti, na které se téleso rozpadne, miize-
me omezit na jeden jehlan, jehoz podstavou je sténa mnohosténu a ktery ma vrchol ve
stfedu mnohosténu (resp. ve stiedu kulové plochy). Uréime, na kolik jehlanu se rovinami
soumeérnosti rozpadne tento jeden jehlan, a vynasobime poctem jehlant, tedy poctem
stén pravidelného mnohosténu.

Obr. 7 Obr. & Obr. 9

a) Sténou pravidelného ¢tyfsténu je rovnostranny trojihelnik, ten se rovinami soumeér-
nosti (3 roviny) rozdéli na Sest Casti (viz obr. 7). Pocet jehlant, na které se rozpadne
Ctytstén, je tedy 6 -4 = 24.

b) Sténou krychle je ¢tverec, ten se rovinami soumérnosti (4 roviny) rozdéli na osm ¢asti
(viz obr. 8). Pocet jehlant, na které se rozpadne krychle, je tedy 8 - 6 = 48.

Oktaedr je dudlni téleso ke krychli, rovinami soumérnosti se rozpadne také na 48
jehlant. (Sténou oktaedru je rovnostranny trojihelnik. Pocet jehlant, na které se
rozpadne, je tedy 6 - 8 = 48.)

¢) Sténou pravidelného dvanactisténu je pravidelny pétithelnik, ten se rovinami soumeér-
nosti (5 rovin) rozdéli na deset ¢asti (viz obr. 9). Pocet jehlant, na které se rozpadne
dvanactistén, je tedy 10 - 12 = 120.
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Pravidelny dvacetistén je dudlni téleso k dvanactisténu, rovinami soumérnosti se te-
dy rozpadne také na 120 jehlani. (Sténou pravidelného dvacetisténu je rovnostranny
trojihelnik, pocet jehlant, na které se dvacetistén rozpadne, je tedy 6 - 20 = 120.)

Zdroj:

Machacikova, I., Molnar. J.: Grupy symetrie molekul. In: Matematyka w przyrodzie i sztu-
ce, PWSZ, Nowy Sacz.

Obrazovy material:

Autor: Mgr. Ivana Machacikovd; machacikova@gymzl.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: stereometrie, polohové a metrické vlastnosti, télesa, povrchy a objemy

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: krychle a koule
Jakou délku hrany ma krychle,

a) jejiz objem je stejny jako objem koule o poloméru r = 3cm?
b) jejiz povrch je stejny jako povrch koule o poloméru r = 3em?

ReSeni
a) Objem koule o poloméru r = 3 cm vypocteme podle vzorce

4 4
V = §7r7"3 = §7T .27 em® = 367 em® = 113 cm®.

Oznac¢ime-li délku hrany krychle a, potom je jeji objem a®. Musi platit

a’® = 367 cm?®.

Odsud dostaneme
a = Vv36m cm = 4,84 cm.

b) Povrch koule o poloméru r» = 3cm vypoéteme podle vzorce
S = d4rr? = 4r -9 em? = 367 cm? = 113 cm?.
Oznac¢ime-li délku hrany krychle a, potom je jeji povrch 6a?. Musi platit
6a® = 36m cm?.

Odsud dostaneme
a =v6mr cm = 4,34 cm.

Zaver.

a) Krychle, jejiz objem je stejny jako objem koule o poloméru r = 3 cm, ma hranu délky
priblizné 4,84 cm.

b) Krychle, jejiz povrch je stejny jako povrch koule o poloméru r = 3cm, ma hranu

délky priblizné 4,34 cm.
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Uloha 2 (tiroveii 1-2)
Predpokladané znalosti: krychle a koule

a) Urcete objem a povrch krychle, ktera je vepsana do koule o poloméru r.
b) Urcete objem a povrch koule, ktera je vepsana do krychle o hrané délky a.

ResSeni

a) Stied koule splyva se stfedem vepsané krychle, tj. se stiedem jeji télesové ihlopricky
(obr. 1a). Vrcholy krychle lezi na kulové plose, télesova tthlopticka je primérem koule.
Délka télesové thlopricky u krychle je tedy u = 2r.

Obr. 1a
Mezi délkou hrany krychle a a délkou télesové tthlopticky w plati vztah

u:a\/g.

Je tedy

2r = a\/g,

a proto

b) Stred krychle splyva se stfedem vepsané koule (obr. 1b). Vepsana koule se dotyka
sttedu stén krychle, proto pro jeji polomér r plati 2r = a, tj.

a
r=—.
2

Zaver.
a) Objem krychle, kterd je vepsana do koule o poloméru r, je

V=ab=—""¢3,
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povrch této krychle je

S = 6a® = 8.

b) Objem koule, ktera je vepsana do krychle o hrané délky a, je

povrch této koule je

Uloha 3 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: krychle a koule

Dokazte, ze povrch koule, ktera se dotyka vsech hran krychle, se rovna rozdilu povrchii
koule krychli opsané a vepsané.

ReSeni
Oznac¢ime délku hrany krychle a. Potom pro polomér r opsané koule s vyuzitim
vysledku v tloze 2 dostaneme

r=—a.

2

Povrch této koule je S, = 4nr? = 3ma’.

Pro polomér o vepsané koule, opét s vyuzitim vysledku z tlohy 2, dostaneme
0= —a.
2

Povrch této koule je S, = 4mp* = wa®.
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Obr. 2

Stred koule, ktera se dotyka vsech hran krychle, splyva se stifedem krychle. Tato koule
se dotykd hran krychle v jejich stfedech (obr. 2).
Polomér koule p je tedy polovinou délky av/2 sténové thlopiicky, tj.

V2
=—a
P=5

jejf povrch je S, = 4mp? = 2ma®.

Zdvér. Plati S, — S, = 3ma® — wa® = 2ma® = Sy, coz bylo dokazat.

Uloha 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, ¢tyrstén
Je dana krychle ABCDEFGH, |AB| = a (viz obr. 3a). Urcete povrch a objem télesa

ACHF.
H G

ReSeni
Télesem ACHF je ctytstén; vsechny strany jsou tvoreny rovnostrannymi trojuhelniky

(viz obr. 3b).
Ozna¢me s délku hrany ¢tyfsténu. Plati s = a® 4 a?, tedy s = av/2.
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H G

E : E
|
P
e
2 g S
A B
Obr. 3b
Vyska ctyisténu je |PF|. Trojuhelnik HPF je pravouihly, P je téziste AAHC, a proto

|HP| = §|H S|. Z Pythagorovy véty plyne

|HS| = JAHT ~ [AST = /2% — Sa? = \/ga,

2 /3 2
|HP| = —\/ja = \/ja.
3V 2 3
Nyni opét z Pythagorovy véty

2 2
v=|PF|=+/|HF|? — |HP|? = /2ad? — =a?2 = —a.
PF| = VIHFF =[PP = \[202 — 20 = 2

Obsah P podstavy ¢tyTrsténu je

a tedy

1
P=7-|AC|-|HS| = >

N | —

Objem ctyTsténu s obsahem podstavy P je

V3,

2 1,
2Cl \/ga—?)a.

1
V:§PU:

Wil

Povrch ¢tyfsténu je S = 4P = 2/3a2.
Zaver. Ctyfstén ACHF mé objem %a?’ a povrch 2v/3a?.

Zdroj:

Archiv autora

Obrazovy material: Dilo autora

Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodny@Qupol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: stereometrie, télesa a jejich casti, povrch a objem téles

Uloha 1 (troven 1-2)
Predpokladané znalosti: feseni pravothlého trojihelniku, objem kulové tisece

Nadoba tvaru polokoule je naplnéna vodou po okraj. Naklonime-li ji o 30°, vytece
z ni 11 litrt vody. Kolik litrti vody v ni ztistane?

ReSeni

Oznac¢me polomér koule 7 (viz obr. 1). Na obrazku 1 je nacrtnut pramét kulové tsece.
V trojihelniku ASO je P2 = sin30°, odtud |SO| = & a tedy |OV| = L. Objem kulové
usece je dan vztahem

1
Vi = §7TU2(3T —v).

Podle obr. 1 plati

r 5
v—|OV|—§ = %—ﬁﬂ"r’.

Objem polokoule je V' = §7r7’3 a dle zadani plati

2 5 24
gm’g:ll—l—zwr?’ = = —
Hledany objem je
2 24
V1f§7r7’3—11:§7r-?—11:5




Zdver. V nadobé zustane 5 litri vody.

Rozvineme-li do roviny plast rotacniho kuzele, dostaneme polokruh s polomérem s =
= 1. Vypoctéte objem V' tohoto kuzele.

Reseni
Vime, ze délka oblouku AB je ms = m, kde s = 1 je strana kuzele (viz obr. 2).

Tato délka je rovna obvodu podstavy, tedy 277, kde r je polomér podstavy kuzele. Proto

2mr = s = m, odtud r = %

Pro vysku v plati

Objem kuzele je

Zaver. Objem kuzele je V = Lg
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: fez roviny a krychle, objem a povrch jehlanu
Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Necht M je stied hrany AE, N
stted hrany C'G a P stied hrany AB. Vypoctéte objem a povrch jehlanu, jehoz podstavou
je Tez krychle rovinou M N P a hlavni vrchol je F'.

ResSeni
Rezem je pravidelny Sestitthelnik MPRNST (viz obr. 3). Rovina MNP je rovi-

nou soumeérnosti bodtt F' a D. Vyska v jehlanu je polovinou télesové thlopticky krychle

ABCDEFGH, tedy v = %g, pricemz hrana podstavy jehlanu ma délku %ﬁ

H S G

Zdvér. Objem jehlanu je V = %, povrch S = 3(v/3 4 3)a”.

Metodické poznamky

Pred fesenim tlohy je vhodné zopakovat vzajemné polohy 3 rovin v prostoru
a fezy téles. Samostatnym problém pro zvidavé zaky muze byt ditkaz soumérnosti
bodu F, D podle roviny M NP.

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanekl1@seznam. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: komoly jehlan, podstavy, bo¢ni stény, podstavna hrana, bo¢ni hrana

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, objem komolého jehlanu

Vypoctéte objem pravidelného komolého ¢tyrbokého jehlanu, je-li hrana dolni pod-
stavy a; = 48 cm, hrana horni podstavy as = 44 cm a bo¢ni hrana b = 24 cm.

ResSeni

Objem télesa vypocteme uzitim vzorce pro objem komolého jehlanu

V = %U(Sl + \V 8182 + Sg),

kde v je vyska télesa a S a Sy jsou obsahy podstav. Protoze se jedna o pravidelny komoly
jehlan, jsou podstavy ¢tverce, tedy S = 482 cm?, Sy = 442 cm?. Vysku télesa vypocéteme
jako vysku lichobézniku ACGE (viz obr. 1).

H ag G

Obr. 1

Strana AC' lichobé&zniku ACGE je tihlopiicka ¢tverce ABCD, tedy |AC| = 48v/2 cm,
strana GE je thlopiicka ¢tverce EFGH, tedy |EG| = 44y/2cm. Vigku v = |KE| li-
chobézniku ACGE vypocteme uzitim Pythagorovy véty v trojihelniku AKE. V tomto
trojithelniku |AK| = 2v/2 cm, a tedy

v=+/|AE]2 — |AK|? = 2/142 cm.
Tim méame pro pouziti vychoziho vzorce vsechny potiebné udaje.

v=1.9/112. (482 VAT 442 + 442> = 50462 cm®.

Zdvér. Objem komolého jehlanu je piiblizné 50 462 cm?.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: Heronuv vzorec, vzorec pro objem komolého jehlanu
Vypoctéte objem trojbokého komolého jehlanu, jsou-li hrany dolni podstavy a; =
= 50cm, by = 104 cm, ¢; = 126 cm, télesova vyska v = 20 cm a pomér hran horni a dolni

podstavy je
as B bg - C2

1
aq N bl N C1 N 2
Reseni
Ze zadaného poméru vypocteme hrany horni podstavy as, ba, co

as = 25cm, by = 52 cm, co = 63 cm.

Objem télesa budeme pocitat podle vzorce pro objem komolého jehlanu

V = %U(Sl + /5155 + 82),

kde v je vyska télesa a S7 a S jsou obsahy podstav.
Je tfeba vypocitat obsahy podstav, tj. obsahy trojuhelnikii zadanych tremi stranami.
Obsah trojuhelniki vypocteme z Heronova vzorce

a+b+c

S =+/s(s —a)(s—b)(s —c), kde  s= 5

Pro prvni podstavu plati s; = %(50 + 104 4 126) = 140 cm, tedy jeji obsah je

Sy = /140(140 — 50)(140 — 104)(140 — 126) = 2520 cm?,

podobné pro druhou podstavu mame so = %(25 + 52 + 63) = 70 cm, jeji obsah tak je

Sy = /70(70 — 25)(70 — 52)(70 — 63) = 630 cm?.
Objem jehlanu tak vypocéteme

V =120 (2520 + V2520 - 630 + 630) = 20 400 cm®.

Zdvér. Objem trojbokého komolého jehlanu je 29400 cm?®.

Uloha 3 (trovei 3)
Predpokladané znalosti: goniometrické funkce, obsah lichobézniku, vzorec pro
objem komolého jehlanu

Pravidelny komoly c¢tyrboky jehlan mé podstavné hrany délek 6 cm a 4 cm. Bocéni
sténa svira s rovinou podstavy thel 60°. Vypoctéte objem a povrch komolého jehlanu.
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Reseni

Objem télesa budeme pocitat podle vzorce pro objem komolého jehlanu

V= %’U(Sl -+ \V 5152 + Sg),

kde v je vyska télesa a S a Sy jsou obsahy podstav. Protoze se jedna o pravidelny jehlan,
jsou podstavy ¢tverce, tedy S; = 36cm?, Sy = 16cm?. Vysku télesa vypocéteme jako
vysku rovnoramenného lichobézniku MK LN z trojuhelnika PK L, pritom K a L jsou
po tadeé stiedy hran BC a FG a M a N jsou po radé stfedy dolni a horni podstavy, viz
obr. 2.

V trojihelniku PK L plati

tedy
|LP| = |PK| V3 =+V3cm,

Nyni je mozné dosadit do vzorce pro objem komolého jehlanu

3 76:/3
V:§<36+\/36-16+16> _ ?:/_cm?’.

Povrch tohoto komolého jehlanu sestava ze dvou ¢tvercu (podstavy) a ¢tyt shodnych
lichobézniku (plast télesa). Obsahy podstav jsou S; a Sy z predchoziho vypoctu. Zbyva
urcit obsah lichobézniku podle vzorce S; = %(a+c)v, kde a a ¢ jsou zékladny lichobézniku
a v jeho vyska. V nasem lichobézniku a = a4, ¢ = as, v = |K L| v lichobézniku M KLN.
V trojuhelniku PK L plati

|PK]|

cos 60° = KL tedy |KL| = 2cm.

Obsah S; boéni stény tak je S; = 3(6 + 4)2 = 10 cm?. Proto povrch S komolého jehlanu
je
S=51+5 +45 =36+16+4-10 = 92cm*.

Zaver. Objem pravidelného komolého ¢tyrbokého jehlanu je % -764/3 cm?, jeho povrch
je 92 cm?.
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Uloha 4 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, obsah trojuhelniku a lichobézni-

ku, vyska v rovnostranném trojihelniku, goniometrické funkce, vzorec pro objem

komolého jehlanu
Urcete povrch a objem pravidelné¢ho Sestibokého komolého jehlanu, znéte-li

a) délky ay, as (a1 > ag) podstavnych hran a délku b bocéni hrany,
b) délky a1, as (a1 > ag) podstavnych hran a odchylku ¢ bo¢ni hrany a roviny podstavy.

Reseni
Povrch tohoto télesa sestava ze dvou podstav — pravidelnych Sestitthelniki a Sesti

shodnych lichobéznikt. Objem budeme pocitat podle vzorce pro objem komolého jehlanu

V= 11)(51 + /515 + Sg)

-3
a) Abychom mohli urcit obsah lichobézniku — boéni stény, musime vypocitat jeho vysku

vy, oznaceni viz obr. 3.

a2
// q
/
1| D
|
|
/
/
[
|
(]
/
//’L B I
e
- b
/]
A ai
Obr. 3

Obsah S; stény tak je

ai + as 4h% — (al - a2)2
S = .
2 4

Dolni podstava — pravidelny Sestitthelnik — sestava ze Sesti shodnych rovnostrannych
trojuhelniki se stranou délky aq a vyskou al“/Tg. Obsah S dolni podstavy komolého

jehlanu tak je

S =6-ay-
! “rTy 2




Analogicky pro obsah S5 horni podstavy komolého jehlanu plati

3.3

Sy = 5

2
as.

Povrch celého télesa je

3vV3
\/_a% +
2 2

(af +a3) + M\/élbz — (a1 — a)*.

S=51+85+6S5 =
_3V3
2

3V3 ay + as \/4[)2 — (a1 — ag)?

a5 + 6 5 1

Pro vypocet objemu komolého jehlanu podle vzorce

V= %U(Sl + vV 5152 + Sz)

potiebujeme znat vysku télesa. Tu vypocitame jako vysku lichobézniku EFGH z troj-
thelniku JFG podle Pythagorovy véty (obr. 3).

V3

IF| = (- az),
40?2 — (a1 — a2)*> 3
vV = |JG|:\/|GF|2—|JF|2:\/ (41 2) —Z(al—a2)2:\/4b2—(a1—a2)2.

Objem V tak je

2] =
2

42 — (a1 — a2)? [ 3/3 3V3 . 3v3 . 33
LT o

= ? (af + araz + a3) \/4b2 — (a1 — ag)*.

Zaver. Povrch pravidelného komolého Sestibokého jehlanu je

S = ¥ (af +a3) + M\/sz? — (a1 — ap)?,

jeho objem je

3
V= > (af + aras + a3) \/4b2 — (a1 — ag)*.
b) Obsahy podstav tohoto pravidelného komolého sestibokého jehlanu se urci stejné
jako v ¢asti a) ptikladu. Pro vypocet povrchu télesa musime uré¢it obsah bo¢ni stény,
lichobézniku ABC'D. Proto potfebujeme znét jeho vysku. Z lichobézniku EBCF, viz

obr. 4, ur¢ime velikost ramene BC'.

’GB| . a] — a9

|GB‘ = a1 — ay, ‘BC‘ = .
CoS ¢ COos
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Obr. 4

Vysku rovnoramenného lichobézniku ABC D, uréime opét pomoci Pythagorovy véty

2 2
v — ap — az _(al_a2) _ 01— a2 4 — cos?
: Ccos 4 2 cos N

Obsah lichobézniku ABC' D tak je

al +as ap — ao a%—a%
S = : V4 —cos?p = \/4 — cos? .

2 2cos ~ 4cos

Povrch celého télesa je

33 33 a3 — a3 3v/3 3 a2 —a3
S:Ta%+7a§+6 41COS;\/4—COSQ<,0=T(a%—l—ag)-{—i' (1:08(102\/4—cos290.

Pro vypocet objemu potrebujeme znat vysku télesa. Ta je rovna velikosti vysky
lichobézniku FBCF a vypocteme ji z trojihelniku GBC

v=|CG|=|GB|tgy = (a1 —az) tg ¢

Objem télesa vypocteme ze zndmého vzorce

3 3
(a? + a%) + Ealag\/g = \/7— (ai’ — ag’) tg .

(a1 — a2) tge 3v3

V= 3 2

Zaver. Povrch pravidelného komolého Sestibokého jehlanu je

2 9
5:3_\/§(a§+ag)+;a1 CRyr—

2

jeho objem je



Zdroj:

[1] Kriegelstein, E. Sbirka tloh z matematiky: pro stredni primyslové skoly a stredni ze-
meédeélské technické skoly, Praha, Statni pedagogické nakladatelstvi, n. p., 1982, 448 s.
Pomocné knihy pro zaky.

[2] Petédkova, J. Matematika: priprava k maturité a k prijimacim zkouskam na vysoké
Skoly. 1. vyd. Praha, Prometheus, 1998, 303 s. Ucebnice pro stiedni skoly (Prometheus).
[3] Pomykalova, E. Matematika pro gymndzia: stereometrie. 1. vyd. Praha, Prometheus,
1995, 223 s. Ucebnice pro stiedni skoly (Prometheus).

Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Caldbek

Autor: PaedDr. Nadézda Kubesové; kubesova@gop.pilsedu.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Geometrie
Klicové pojmy: komoly kuzel, obsah jeho podstavy, plast a jeho obsah

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: vzorec pro objem rota¢niho komolého kuzele

Védro ma tvar rotacniho komolého kuzele o primérech podstav d; = 180 mm a dy =
= 360 mm. Vyska védra je v = 340 mm. Kolik litrti vody priblizné pojme?

ReSeni
Vypocteme poloméry podstav a vyjadiime je v dm, protoze 1dm? = 11
r1 = 90mm = 0,9dm, ro = 180 mm = 1,8 dm.
Vzorec pro vypocet objemu komolého kuzele je
V= %v (T%—i—rlrg—krg).
Po dosazeni

V:7T-3,4

(0,9240,9-1,8+1,8%) =20,2dm".

Zaver. Védro pojme priblizné 20,2 litru vody.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, vzorec pro objem rotacniho ko-
molého kuzele, vzorec pro vypocet obsahu plasté rotacniho komolého kuzele

Rotacni komoly kuzel ma podstavy o polomérech r; = 6 cm a ro = 3 cm. Vypocitejte
jeho objem, rovna-li se obsah jeho plast souctu obsahti obou podstav.

Reseni
Pro obsahy podstav kuZele plati S; = 7%, Sy = mr3. Pro obsah jeho plasté plati
Spi = 7 (r1 +12) s, kde s je strana kuzele. Podle zadani je
2 4y =7 (ry 4+ o) s,
odtud
ri4+ry  36+9

s = = =5Hcm
1+ 1o 6+3

Obr. 1
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Vysku v télesa vypocteme pomoci Pythagorovy véty

v:\/s2—(7‘1—r2)2:\/25—(6—3)2:4(:111.

Dosazenim do vzorce pro vypocet objemu rotacniho komolého kuzele dostaneme
4
V= % (’I“% + rirg +r§) = g (36 + 18 +9) = 847 cm?®.

Zdvér. Objem komolého kuZele je 847 cm?.

Reseni (jiné)

Ulohu je mozné Tesit i pouzitim urcitého integralu. Nejprve je tieba vypoditat vysku
kuzele postupem uvedenym v predchozim feSeni. Kuzel vznikne rotaci usecky AB kolem
osy x v kartézské soustavé souradnic.

Je tfeba vypocitat rovnici primky AB, jejiz ¢asti tsecka AB je. Souradnice bodu A
jsou [0;3], bodu B[4;6]. Dosazenim soutadnic bodu A do rovnice pfimky y = kx + ¢
dostavame ¢ = 3. Po dosazeni souradnic bodu B dostaneme 6 = 4k + 3, k = %. Hledana
rovnice primky je y = %x + 3 . Objem rotacniho télesa lze vypocitat jako

V:W/abe(x)dx.

Pro nas konkrétni priklad je dolni mez a = 0, horni mez b = 4. Takze

V:W/4(§x+3)2 dxzw[é (§x+3)3r:847r
0 4 9 \1 0 .

Zdvér. Objem komolého kuZele je 847 cm?.

Uloha 3 (tiroveni 2-3)
Predpokladané znalosti: vypocet hmotnosti z objemu a hustoty, vzorec pro
objem rotacniho komolého kuzele

Komin tvaru dutého rotacniho komolého kuzele méa vysku 32 m, dolni priaméry 3,2m
a 2m, horni praméry 1,7m a 1,2m. Jakd je jeho celkova hmotnost, je-li hustota zdiva
p=1600kg m3?

ResSeni

Hmotnost kominu budeme pocitat podle znamého vzorce m = Vp. Proto je tireba
nejprve vypocitat objem zdiva kominu. Tento objem budeme pocitat podle vzorce pro
vypocet rotacniho komolého kuzele

V:%U(r%—l—rlrg—f—rg).
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Obr. 2

Objem zdiva urc¢ime jako rozdil objemu celého ,plného“ kominu a ,diry* v ném, viz

vyznacena ¢ast obr. 2.
Vyjadiime poloméry jednotlivych ¢asti

ry = 1,6m, ri =1m, ro = 0,85m, ry = 0,6 m.

Tedy podle vzorce pro objem komolého kuzele

V= %wv [(r} +rire +13) — (PP +rirh +05)] =

= %w -32-[(1,6*+1,6-0,8540,85%) — (12 +1-0,6 4+ 0,6%)] = 89,89 m”.

Proto jeho hmotnost je

m = Vp=389,89-1600 = 143 826,3 kg = 144 t.

Zavér. Hmotnost kominu je ptiblizné 144 t.

Uloha 4 (troveti 3)
Predpokladané znalosti: Pythagorova véta, podobnost trojihelnikt, obsah
kruhové vysece, vzorec pro vypocet obsahu plasté rotacniho komolého kuzele

Vypoctéte obsah lampového stinitka tvaru rotacniho komolého kuzele s prameéry pod-
stav 32 cm a 12 cm a vyskou 24 cm. Jaky je tihel vysece mezikruzi, z néhoz stinitko vzniklo?

Reseni
Opét vyjadiime poloméry podstav
r1 = 16 cm, ro = 6 cm.
Stinitko tvori plast komolého rotac¢niho kuzele, jehoz obsah se vypocte podle vzorce
Spp =1 (r1 +12) 8,

kde s je strana kuzele. Stranu kuzele vypocteme z Pythagorovy véty z pravoihlého troj-
uhelniku FBC, viz obr. 3.

s = \/1)2 +(rp — )% = \/242 + (16 — 6)* = 26 cm,
S =m-26- (16 +6) = 1797 cm®.
112



T2 C

A T2 E7’1—7’2 B
Obr. 3

Obsah vysece mezikruzi vypocteme jako rozdil obsahti dvou kruhovych vyseci se stejnym
thlem. Obsah kruhové vysece urc¢ime podle vzorce S = %Oz, kde «a je velikost thlu
kruhové vysece (ve stuptiové mife).

Je patrné, ze polomér vétsi kruhové vysece je r+ s, polomér mensi vysece je r. Obsah
vysece mezikruzi, ktera tvori stinitko lampy, je

m(r+s)? mr? T (2rs + s2)

= (1)

S = o — «
360° 360° 360°

Dostali jsme tak jednu rovnici se dvéma neznamymi r a «. Proto neznamou r vyjadiime
z podobnosti trojihelniki ABF a EBC' (tyto trojuhelniky jsou podobné podle véty uu
o podobnosti trojihelnikit)

r+s S
1 N T — T2 '
Odtud dosadime do (1)
ST
r= -5
rL—T2
a dostaneme
T [2 (Tfilm s) s+ 82} TQ ( T‘jQ_T’;Q 32)
S - =
360° 360°
Z této rovnice vyjadiime «
. 360° . 360° 1 . 360°
o S - 360 _ S - 360 _ 797 - 360 - 138.5°

s g2 2 2r _ Lo@2 216
7T<2T17;2 s) TS (lew 1) - 26 (1676 >

Zdvér. Obsah lampového stinitka je pfiblzné 1797 cm?, thel vysece mezikruzi, z néhoz
stinitko vzniklo, je ptiblizné 138°30’.
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