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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: slozeny vyrok, logické spojky, tabulka pravdivostnich hodnot

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: spojky vyrokové logiky
Vite-li, ze a oznacuje vyrok ,,Prisel Adam.* a b oznacuje vyrok ,Prisla Bétka.*, zapiste
symbolicky:

a) Prisel Adam a nepfisla Bétka.

b) Jestlize neprisel Adam, pak prisla Bétka.
c¢) Prisel Adam nebo prisla Bétka.

d) Kdyz prisla Bétka, potom prisel Adam.
e) Bétka prisla, pravé kdyz neprisel Adam.

ResSeni
Ptepis vyrokt vyjadrenych ceskym jazykem do symbolického jazyka je snadny, pouze

nahradime prislusné jazykové vyrazy smluvenymi symboly.

Zaveér. Dané vyroky lze vyjadrit takto:

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vyrokové spojky, tabulka pravdivostnich hodnot
Rozhodnéte, zda nasledujici dvojice vyroku vyjadiuji totéz:
a) Jestlize prisel Adam, pak ptisla Bétka. — Neprisel Adam nebo ptisla Bétka.
b) Prisel Adam nebo se stalo, ze prisla Bétka i Adam. — Prisel Adam.
c) Prisel Adam a neptisla Bétka. — Neprisel Adam nebo prisla Bétka.

Reseni
Abychom mohli rozhodnout, zda jsou uvedené dvojice vyroku ekvivalentni, zapiSeme

je pomoci symbolt vyrokové logiky. K rozhodnuti pouzijeme tabulkovou metodu.
Necht vyrok ,Prisel Adam. je oznacen a, vyrok ,Prisla Bétka.® oznacen b.
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e Vyrok ,Jestlize prisel Adam, pak prisla Bétka. lze zapsat a = b. Vyrok , Nepfisel
Adam nebo prisla Bétka.* lze zapsat (—a) V b. Vyplnime tabulku:

alb|-ala=b|(-a)VDb
111] 0 1

11010 0 0
0(1] 1 1 1
0(0] 1 1 1

Z tabulky je vidét, ze oba vyroky jsou ekvivalentni, a tedy vyjadiuji totéz.
e Vyrok ,Prisel Adam nebo se stalo, Ze prisla Bétka i Adam. lze zapsat a V (b A a).
Vyrok ,,Prisel Adam. je jednoduchy vyrok a. Vyplnime tabulku:

alblbNhalaV (bAa)
111} 1 1
110] 0O 1
0(1} O 0
0/0] O 0

Z tabulky je vidét, ze vyrok a V (b A a) je ekvivalentni vyroku a.
e Vyrok ,Prisel Adam a neprisla Bétka. lze zapsat a A (—b). Vyrok ,Neprisel Adam
nebo prisla Bétka.“ lze zapsat (—a) V b. S vyuzitim vysledku a) vyplnime tabulku:

=blaA(=b)|(—a) Vb

o O = O |~

b
1
0
1
0

o O = = Q2

0 1
1 0
0 1
1 1

Z tabulky je vidét, ze druhy vyrok je negaci prvniho, a tedy vyjadiuje jeho opak.
Zaver.

a) Vyroky ,Jestlize ptisel Adam, pak ptisla Bétka.“ a ,Neprisel Adam nebo prisla Bétka.
vyjadiuji totéz.

b) Vyroky , Prisel Adam nebo se stalo, ze prisla Bétka i Adam.* a ,Ptisel Adam* vyja-
diuji totéz.

¢) Vyrok , Prisel Adam a neprisla Bétka je negaci vyroku ,Neptisel Adam nebo prisla
Bétka., proto nevyjadiuji totéz.

Metodické poznamky

Ukol a) ukazuje definici implikace pomoci disjunkce a negace. Ukol b) pred-
stavuje jeden ze zékontt absorbce: (aV (bAa)) < aa (aA (bVa)) < a. Ukol c)
ukazuje, jak se tvori negace konjunkce, resp. disjunkce, to vyjadiuji de Morganovy
zékony: —(a V b) & (—a A —=b) a =(a Ab) < (—a V —b).
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Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: vyrokové spojky, tabulka pravdivostnich hodnot

Vite-li, Zze a oznacuje vyrok , Prisel Adam.* a b oznacuje vyrok , Prisla Bétka., zapiste
symbolicky:
a) Prisel pravé jeden z nich.
b) Prisel aspon jeden z nich.
c) Prisel nejvyse jeden z nich.
d) Prisel nejvyse jeden z nich, ale Adam to nebyl.

Reseni

Vyrazy vyjadiené ceskym jazykem nahradime smluvenymi symboly. Neni-li toto na-
hrazeni zfejmé, pomuzeme si tabulkou, v niz do sloupce oznaceném ,,?*“ zapiseme pravdi-
vostni hodnotu hledaného vyroku, odpovidajici hodnotam a a b na tomto radku. Hledany
vyrok (resp. jeho negaci) pak nalezneme takto: Vezmeme radky tabulky, kde je ve sloupci
oznaceném ? hodnota 1 (resp. 0 pfi hleddni negace) a sestavime disjunkei z konjunkei
pravdivych hodnot jednoduchych vyrok — je-li a = 1, vezmeme do konjunkce a, je-li
a = 0, vezmeme —a. Zde x = 1 bude znacit, ze vyrok x pravdivy, x = 0, ze vyrok z je
nepravdivy.

e Prisel pravé jeden z nich:

o O =~ R~ |2
O = O =
O = = O

Zkoumany vyrok plati pro hodnoty a a b uvedené na 2. nebo 3. tadku tabulky. Lze ho
zapsat (aA—b)V (—aAb). Ziejmé ho lze také zapsat =((a Ab)V (—aA=b)), pouzijeme-li
1. a 4. fadek tabulky. Také ho lze zapsat —(a < b).

e Prisel aspon jeden z nich:

O O = o= Q2
O = O B~ o
O = =

Zkoumany vyrok neplati pro hodnoty a a b uvedené na 4. radku tabulky. Lze ho
zapsat =(—a A —b). Také by ho bylo mozné zapsat (a Ab)V (a A —b)V (ma Ab), protoze
vyrok plati na 1., 2. nebo 3. fadku tabulky. Ziejmé ho lze také zapsat a V b, nebot
tabulka odpovida definici disjunkce.



e Prisel nejvyse jeden z nich:

b
1
0
1
0

O O = = |29
—_ = = O

Zkoumany vyrok neplati pro hodnoty a a b uvedené na 1. radku tabulky. Lze ho proto
zapsat —(a A D).
e Prisel nejvyse jeden z nich, ale Adam to nebyl:

?

b
1
0
1
0

o O = = Q2
_ = O O

Zkoumany vyrok plati pro hodnoty a a b uvedené na 3. a 4. radku tabulky. Lze ho
zapsat (maAb)V(—aA—b). Bylo by také mozné pouzit 1. a 2. fadek tabulky k sestaveni
jeho negace. Ztejmé ho lze také zapsat —a, jak je vidét z tabulky.

Zaver. Dané vyroky lze vyjadrit napr. takto:

a) ~(a < 0b)
b)
c) =(aAD)
d)

Zdroj: dilo autora
Obrazovy material:
Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodnyQupol.cz



Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: zakladni pojmy z matematiky

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: zaklady vyrokové logiky

Rozhodnéte, ktera z nasledujicich vét (nebo ktery matematicky vyraz) je vyrokem.
Jedné-li se o vyrok, rozhodnéte o jeho pravdivosti.

a) 5% = 25.

b)25—-10=5

¢) Zitra bude prset.

d) Jestlize pravé prsi, pak je nezakryté hristé mokré.
e) Jestlize je nezakryté hiisté mokré, pak pravé prsi.
f) Jestlize neni nezakryté hiisté mokré, pak pravé neprsi.
g) Kolik je hodin?

h) Trojtahelnik je pravothly.

i) Existuje pravouhly trojihelnik.

j) Kazdy trojuhelnik je pravouhly.

k) Pojd sem!

ReSeni
Vyrokem je jakykoliv jazykovy vyraz, o némz mé smysl uvazovat, zda je ¢i neni
pravdivy. Proto:

a) Jde o vyrok, a to pravdivy.

b) Jde o vyrok, a to nepravdivy.

c¢) Jde o vyrok, a to o hypotézu, kterd bude potvrzena, nebo vyvracena, nasledujiciho
dne.

d) Jde o vyrok, a to pravdivy.

e) Jde o vyrok, a to nepravdivy. Htisté mohl kropit jeho spréavce, mohla ho zaplavit voda
aj. Tento vyrok je tzv. obraceny k vyroku pod bodem d).

f) Jde o vyrok, a to pravdivy. Tento vyrok je navic rovnocenny (ekvivalentni) vyroku
pod bodem d). Je to tzv. obménény vyrok k vyroku pod bodem d).

g) Nejde o vyrok. O pravdivosti této véty nemd smysl uvazovat.

h) Nejde o vyrok. Neni zfejmé, o jakém trojihelniku je fe¢, nemd smysl uvazovat o prav-
divosti této véty. Vyraz ,trojihelnik® mé vyznam proménné, v tomto pripadé tzv.
volné.

i) Jde o vyrok, a to pravdivy. Na rozdil od vyrazu pod bodem h) vystupuje vyraz
ytrojuhelnik® spolecné se slovem ,existuje, které vyjadiuje idaj o poc¢tu pravouhlych
trojuhelniki (tzv. existenéni kvantifikdtor) a o tom ma smysl uvazovat.
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j) Jde o vyrok, a to nepravdivy. Podobné jako v pfipadu i) vystupuje vyraz ,troji-
helnik®“ spole¢né se slovem ,kazdy“, které opét vyjadruje tidaj o poc¢tu pravouhlych
trojihelniki (tzv. obecny kvantifikdtor).

k) Nejde o vyrok. O pravdivosti této véty nemé smysl uvazovat.

Metodické poznamky
Otéazky a rozkazy nejsou vyroky. Vyrazy s proménnymi nejsou vyroky. Pomoci

rozhodnout, zda je jazykovy vyraz vyrokem, mize negace. Vyrok musi byt mozné
negovat.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: vyroky, kvantifikatory, negace

Zformulujte negace néasledujicich vyroku. Defini¢nim oborem je mnozina vSech divaki
na jistém predstaveni.

a) Vsichni divaci maji slavnostni obleceni.

b) Odeslo uz alespon 10 divaki.

¢) Pritomno bylo nevyse 35 divaki.

d) Nikdo neusnul.

e) Kdokoliv mize odejit.

f) Nékdo zakaslal.

g) Ani jeden divak nesusti sickem s bonbény.

ResSeni
Pro negovani vyroku V(z) s kvantifikatory plati:
[ =(Vz V(z)) < Jz -V(2)
II (32 V(2)) < Vo =V(x)
IIT V piipadé pouziti ¢iselnych kvantifikdtort (aspon, nejvyse) nelze negovat ,,mechanic-

ky“. Pomahame si graficky, napt. ¢iselnou poloosou prirozenych ¢isel. Negace musi
zahrnovat vsechny zbyvajici moznosti:

= (nejvyse n: V(n)) <= aspoii n+1: V(n)
= (aspoii n: V(n)) <= nejvyse n — 1: V(n)

aspon pét

|
1 2 3 4 5 6 7 8 9
nejvyse Ctyti
|

l
12 3 4 5 6 7 8 9

Proto jsou negace danych vyroku tyto:
a) Existuje (aspon jeden) divak nemajici slavnostni obleceni.
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b) Odeslo nejvyse 9 divaki.

c¢) Pritomno bylo aspon 36 divaki.

d) Existuje divak, ktery neusnul.

e) Existuje divak, ktery nemuze odejit.

f) Zadny nezakaslal.

g) Aspon jeden divak susti sickem s bonbény.

Uloha 3 (troveii 3)
Predpokladané znalosti: vyroky, kvantifikatory, negace, vztahy mezi vyroko-
vymi spojkami

Necht K (x) znamend, ze x je kocka, M () znamena, Ze = je myS a L(z,y) znamena,
ze z lovi y. Zakladni mnozinou je mnozina zvitat. Vite-li, ze plati

(Vxe A) V(z) < (Vx) (x € A= V(x)) (L. Russelova ekvivalence),
(Jx e A) V(z) <= (3x) (x € ANV (z)) (IL. Russelova ekvivalence),

upravte jejich pomoci nasledujici formule tak, aby se v nich vyskytovaly pouze kvantifika-

cesky:

ResSeni
Necht K je mnozina kocek, M mnozina mysi.
a) (Vo) (K(x) = ~M(z))

Tuto formuli mizeme s vyuzitim I. Russelovy ekvivalence prevést na tvar (Vo €
€ K)-M/(x), tedy ,,Zadna kocka neni my$*“ Nebo pomoci véty obménéné dostaneme
(Vo)(M(z) = =K (x)), tj. ,Z4dna mys neni kocka“ Zkratka ,Kocky nejsou mysi

b) (3z3y) (K(x) A L(xz,y) A —~M(y))

Tuto formuli budeme pomoci II. Russelovy ekvivalence a komutativniho zakona
(a Ab) < (b A a) postupné upravovat:

(Jz € K Jy) (L(z,y) A ~M(y))
(Jz € K Jy) (-M(y) A L(z,y))
(Fr e K Jy e M') L(z,y),

kde M’ je doplnék M do mnoziny zvitat, tj. M’ obsahuje zvifata, co nejsou mysi.

Vidime, ze ,Existuje kocka a jisté zvite, jez neni mys, které tato kocka lovi.
(,Néktera kocka lovi i jiné zvite nez mys.“, nevylucuje to, ze x = v, tj. ze kocka lovi
sama sebe.)



c) (Vavy) (K(z) A K(y)) = —L(z,y))
Formuli mtuZeme za pouziti deMorganova zakona —(aAb) < (—aV—b) a tautologie
(a = b) & (—a V b) postupné upravovat:

(Vavy) (~(K(2) A K(y)) v
(Vavy) (=K (x) V =K(y) V ~L(z,
v

(VaVy) (K(z) = (K(y) = ~L(z,y)))
(Vz € K Vy) (K(y) = —~L(z,y))
(Ve e KVy € K) —~L(z,y)

Je zirejmé, ze Kocka kocku nelovi
d) (Vavy) (K(z) = (L(z,y) V 7 M(y)))
Formuli miZzeme s vyuzitim tautologie (I V —m) < (m = [) analogicky jako
v pripadé c) pfevést na tvar (Vo € K Vy € M) L(z,vy), tj. ,Kocky lovi mysi.*

Zdroj:

dilo autora

Obrazovy material:

Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodnyQupol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: usudek, logické spojky, tabulka pravdivostnich hodnot, vyrokova logika

Uloha 1 (troveii 1)
Predpokladané znalosti: spojky vyrokové logiky, tabulka pravdivostnich hod-
not

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici tsudky spravné:

a) a=b b) a=b c) a=b
a —b b
b —a a

Reseni

Usudek je logicky spravnym tsudkem tehdy, kdyz vzdy, jsou-li pravdivé viechny pred-
poklady, je pravdivy i zaveér.

Vyplnime tabulku pravdivostnich hodnot pro dané predpoklady i zavér, a podivame
se na radky, v nichz jsou pravdivé vsechny predpoklady. Pokud v nich vzdy bude pravdivy
i zavér, je usudek spravny, jinak je nespravny.

a)

alblala=0b|b
1711 1 1
1101 0 0
010 1 1
0100 1 0

Vidime, ze a = b i a jsou pravdivé pouze v prvnim radku tabulky a v tomto radku je
rovnéz b pravdivé. Usudek je spravny.

b)
alb|-bla=0b|—a
111 0 1 0
110 1 0 0
Of1( 0 1 1
0(0f 1 1 1

Vidime, Ze a = b i —b jsou pravdivé pouze ve ¢tvrtém radku tabulky a v tomto radku je
—a pravdiva. Usudek je spravny.
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albllbla=b|a
/1)1 1 1
1{0]j0] O 1
or11{ 1 0
0100 1 0

Oba predpoklady jsou pravdivé v prvnim a tietim radku tabulky. V tretim tadku je ale
a nepravdivé. Usudek je tedy nespravny.

Zdver. Usudky v tloze pod bodem a) a b) jsou spravné, tsudek pod bodem c) je
nespravny.

Uloha 2 (tiroveii 2)
Predpokladané znalosti: spojky vyrokové logiky

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici tsudky spravné:

a) aV-b b) aVv-b c) —(a=a)

b b a=0b
c=a c=a c
a c

ResSeni

Usudek je logicky spravnym tsudkem tehdy, kdyz vzdy, jsou-li pravdivé vSechny pred-
poklady, je pravdivy i zavér.

Vyplnime tabulku pravdivostnich hodnot pro dané predpoklady i zavér, a podivame
se na radky, v nichz jsou pravdivé vsechny predpoklady. Pokud v nich vzdy bude pravdivy
i zavér, je tsudek spravny, jinak je nespravny.

a)

alblclaV-blblc=al|a
1111 1 1 1 1
11110 1 1 1 1
1/0]1 1 0 1 1
1100 1 0 1 1
O[1(1 0 1 0 0
0/11]0 0 1 1 0
0101 1 0| 0 0
0/01]0 1 0 1 0
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Vidime, ze vSechny predpoklady jsou pravdivé pouze v prvnim a druhém radku tabulky.
V téchto tadcich je rovnéz a pravdivé. Usudek je logicky spravny.

b)
alblclaV-blblc=al|c
1111 1 1 1 1
11110 1 1 1 0
1/0]1 1 0 1 1
1100 1 0 1 0
0[11 0 1 0 1
0[1]0 0 1 1 0
0(0]1 1 0 0 1
0(0]0 1 0 1 0

Vidime, Ze vSechny predpoklady jsou pravdivé pouze v prvnim a druhém radku tabulky.
V druhém Fadku tabulky je oviem ¢ nepravdivé. Usudek je tedy nespravny, ¢ z prepokladi
nevyplyva.

¢) Prvni predpoklad —(a = a) neni nikdy pravdivy, jedné se o vzdy nepravdivy vyrok,
tzv. kontradikci. Proto vsechny ptredpoklady nemohou byt nikdy pravdivé a tsudek je
logicky spravny (z nepravdivych predpokladi plyne cokoliv).

Zdiver. Usudky v tloze pod bodem a) a c) jsou spravné, tsudek pod bodem b) je
nespravny.

Metodické poznamky
Je dobré zéky upozornit na variantu c¢), plyne z ni nesmirné dulezitost znalosti
predpokladii, na jejichz zakladé prijimame néjaké hodnoceni.

Uloha 3 (tiroveti 3)
Predpokladané znalosti: vyhodnocovani slozenych vyroku

Divky tipuji, jak bude vypadat na skolu pravé nastupujici ucitel télocviku.

« Véra: Snad bude vysoky a $tihly nebo to bude blondak s brylemi.
« Hanka: Bude ¢ernooky a stihly nebo bude vysoky c¢ernooky.
 Eva: Nebude nosit bryle. Navic si myslim, Ze nebude ¢ernooky a zaroven blondak.

Ucitel odpovidal tipu Véry a Evy, Hanka neuhodla. Jaky byl jeho vzhled?

Reseni

Nejprve zvolime oznaceni pro jednoduché vyroky vyskytujici se v textu:
v: Ucitel télocviku bude vysoky.

s: Ucitel télocviku bude stihly.

c: Ucitel télocviku bude cernooky.

b: Ucitel télocviku bude nosit bryle.

[: Ucitel télocviku bude blondak.
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Nyni symbolicky zapiSeme tipy divek:
Véra: (vAs)V (bAL)
Hanka: (¢ A s)V (v Ac)
Eva: (=b) A (=(e A1)
Ucitel odpovidal tipu Véry a Evy, Hanka neuhodla. Mame tedy mnozinu slozenych
vyroki
T={(wAs)VAL,(=b)A(=(cAl)),=((cANs)V(vAc))}

a musime rozhodnout, zda existuji takové hodnoty jednoduchych vyroku, aby vsechny
slozené vyroky v T' platily (,,Han¢in vyrok® jsme nahradili jeho negaci).

Oznacme x = 1, je-li x pravdivy, x = 0, je-li x nepravdivy. Je zfejmé, ze b = 0, jinak
by ,,Evin vyrok® neplatil. Dosadime b = 0 do vyrok v 1" a mame

T={vAs,=(cAl),~((cANs)V(vAc))}.

Z prvniho vyroku plyne, ze v = 1 a s = 1. Po opétovném dosazeni tohoto zjisténi do T
dostaneme

{1,=(e A1), ~c}.

Tedy ¢ = 0. Nyni T = {1,1,1} at [ nabyvé jakékoli hodnoty. Vsechny vyroky v T jsou
pravdivé pro

a)v=1,s=1,¢=0,b=0,
byv=1,s=1,¢=0,b=0

Zaver. Ucitel télocviku bude vysoky a stihly, nebude ¢ernooky, nebude nosit bryle,
o barvé vlasti vsak nelze rozhodnout.

Metodické poznamky
K vyteseni ulohy muzeme pouzit tabulkovou metodu, ta by ale méla v tomto
piipadé 25 = 32 Fadki.

Zdroj: dlohy 1 a 2 dilo autora, zadani ulohy 3 prevzato z knihy

J. Sedivy, J. Lukétsova, O. Odvarko, M. Zéldy Ulohy o wvjrocich a mnoZindch. SPN,
Praha, 1972 (s. 34, pr. 18).

Obrazovy material:

Autor: RNDr. Miloslav Zavodny; mzavodny@gmail.com, miloslav.zavodnyQupol.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: tsudky, vyroky, tabulky pravdivosti

Uloha 1 (diroveti 1)
Predpokladané znalosti: vyrok a jeho negace, sklddani vyroki, konjunkce
a implikace, tsudky, tabulky pravdivosti

Je-li vz zabrzdén, pak nejede. Vidim, ze viz jede. Z toho usuzuji, ze neni zabrzdén.
Ovérte spravnost tohoto tsudku.

ResSeni
Ovéreni spravnosti tsudku provedeme jednak tvahou, jednak uzitim tabulek pravdi-
vosti. Oznac¢me vyroky Z viz je zabrzdén, J viz jede.

a) (tvahou) Podminky tlohy lze zapsat ve tvaru (Z = —J) A J. Uvazovanou implikaci
lze vyjadrit v kontraponovaném tvaru (J = —Z), a jezto podle zadani tlohy je
predpoklad J pravdivy, je pravdivé i tvrzeni —=Z. Ovérovany usudek je tedy spravny.

b) (uzitim tabulky pravdivosti) Zadany usudek fika

(Z=-J)NJ)=~Z.

Usudek prepiseme do tabulky. V prvnich dvou sloupcich vypiSeme vSechny mozné
kombinace hodnot pravdivosti vyroki Z a J, na jejich zédkladé doplnime sloupec 3.,
5., 7. a 9., pomoci hodnot ve sloupci 3. a 5. doplnime sloupec 4., pomoci 4. a 7.
sloupec 6. a nakonec pomoci 6. a 9. vysledny sloupec 8.

ZJ  (Z = -J)AJ) = ~Z

11 10 0011 0

10 17 1 00 1 0

0 1 07 0 11 1 1

0 0 07 1 00 1 1
I

Vidime, ze ve vysledném 8. sloupci jsou samé jednicky a z toho plyne, Ze ovérovany
usudek je spravny.

Metodické poznamky

Pri doplnovani tabulky se doporucuje graficky vzdy sjednotit ty sloupce,
z nichz se provadi dalsi zavér. Zde byla pouzita kurziva a tuéné pismo, vysledny
sloupec lze oramovat nebo jinak vyznacit — zde je pouzita Sipka.
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Uloha 2 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: vyrok a jeho negace, sklddani vyroku, konjunkce
a implikace, tsudky, tabulky pravdivosti

Netece-li voda, pak lze provést opravu. Vidim, ze voda tece. Z toho usuzuji, ze nelze
provést opravu. Oveérte spravnost tohoto tsudku.

Reseni
Ovéreni spravnosti tsudku provedeme tvahou a uzitim tabulek pravdivosti. Oznac¢me
vyroky T voda tece, O lze provést opravu.

a) (uvahou) Podminky tlohy lze zapsat ve tvaru (=7 = O) A T. Obecné: Je-li splnén
predpoklad, pak je splnéno i tvrzeni, ale neni-li predpoklad splnén, nevypovida im-
plikace o tvrzeni nic, zde tedy, kdyz voda tece, pak o moznosti opravy neni v zadani
feceno nic, takze nevime, zda lze nebo nelze opravu provést a nelze proto usuzovat,
ze opravu nelze provést.

Zdvér. Usudek je nespravny.
b) (uzitim tabulky pravdivosti) Zadany usudek rika

(=T = O)AT) = —O.

Usudek pfepiSeme do tabulky. V prvnich dvou sloupcich vypiSeme viechny mozné
kombinace hodnot pravdivosti vyroki 7" a O, na jejich zakladé doplnime sloupec 3.,
5., 7. a 9., pomoci hodnot ve sloupci 3. a 5. doplnime sloupec 4., pomoci 4. a 7.
sloupec 6. a nakonec pomoci 6. a 9. vysledny sloupec 8.

T O (=T = O) NT) = =0

11 0o 7 11 1 0 0

1 0 07 01 1 1 1

0 1 1 710 0 1 0

0 0 1 0 00 0 1 1
m

V pripadé, ze tsudek je spravny, jsou ve vysledném sloupci jen jednicky. Vidime, ze
zde tsudek selhava pravé v pripadé, kdy ph(T) = ph(O) = 1, tedy ovérovany tsudek
je nespravny.

Metodické poznamky
Pti doplnovani tabulky pravdivosti se doporucuje tentyz postup jako v tloze 1.

Uloha 3 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: vyrok a jeho negace, skladani vyroki, konjunkce
a implikace, tsudky, tabulky pravdivosti pro 3 vyroky, pravidla de Morganova
Jak stravim dovolenou? Predné chci chodit na ryby, ale nemohu si dovolit jet do lazni
i k moti; ovsem kdyz nepojedu k moti, budu urc¢ité chodit na ryby. Jsem tedy jednoznacné
rozhodnut o prubéhu své dovolené?
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Reseni
Provedeme je ivahou a uzitim tabulek pravdivosti. Oznac¢me vyroky R budu chodit
na ryby, L pojedu do lazni, M pojedu k mori.

a) (ttvahou) Plan dovolené je konjunkei tii vyrokt a lze jej zapsat takto
RA-(LAM)A(-M = R).

Ptredné je ziejmé, Ze na ryby chodit budu. Podminku —(L A M) lze podle pravidel
de Morganovych zapsat jako (—=L V —M), tj. bud nepojedu do ldzni nebo nepojedu
k mori nebo ani tam ani tam. Treti podminka (—=M = R) vlastné nefiké nic nového,
protoze podle ni mohu chodit na ryby, at pojedu k mofti nebo ne.

Zaver. O priubéhu své dovolené jesté nejsem jednoznacné rozhodnut, bud ji stra-
vim jenom rybafenim, nebo jesté k tomu zajedu do lazni (ale k mori pak uz ne) nebo
k rybateni priberu cestu k moti (ale do lazni uz nepojedu).

b) (uzitim tabulky pravdivosti) Vzhledem k tomu, ze zékladni vyroku jsou tii, R, L a M,
budeme mit celkem osm kombinaci pravdivostnich hodnot, tedy tabulka bude mit 8
radkt; do horniho zahlavi priddme symbol V', pod néjz zapiseme vysledné hodnoceni
konjunkce vsech dil¢ich podminek. Pro prehlednost zapis rozvolnime

RLM RA-(LANDMA(M= R) 1%
11 1 1 0 11 1 01 1 0
11 0 1 1 10 0 11 1 1
10 1 1 1 00 1 01 1 1
10 0 1 1 00 0 11 1 1
01 1 0 0 11 1 01 0 0
01 0 0 1 10 0 10 0 0
00 1 0 1 00 1 01 0 0
00 0 0 1 00 0 10 0 0

Radek 2., 3. a 4. potvrzuji vysledek z feseni tvahou.

Metodické poznamky

Pti vyplinovani tabulky pravdivosti je tfeba pozorné dbat na to, ktera vyroky
a za jakych podminek k sobé skladdme. Doporucuji se graficka odliseni jednotli-
vych krokt, pripadné i vyuziti barev. Zde bylo pro slozeni zavérecné konjunkce
vyuzito tuéné pismo.

Uloha 4 (troveri 3)

Predpokladané znalosti: vyrok a jeho negace, skladani vyroku, konjunkce,
disjunkce, implikace, ekvivalence; tsudky, tabulky pravdivosti pro 3 vyroky
Analyzujte nasledujici ivahy o drobném déarku pro malého chlapce: Nechci mu dat

soucasné auticko a vlacek, ani vlacek pravé kdyz mic. Myslim, ze mu dam auticko nebo
mu nedam mic¢. Ovérte, zda je témito ivahami darek uz jednoznac¢né urcen.
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Reseni
Provedeme je tivahou a uzitim tabulek pravdivosti. Ozna¢me vyroky A dam auticko,
M dam mic¢, V dam vlacek.
a) (ttvahou) Uvaha je konjunkei t¥f podminek: =(AAV), =(V < M), (AV—M). Budeme
analyzovat splnéni 1. podminky:

e Nedam ani auticko ani vlacek. Z 2. podminky plyne, ze kdyz nedam vlacek, ne-
mohu nedat mic, protoze v tom pripadé by platilo V < M a to nemuze; dostane
tedy mic. Ze treti podminky plyne, ze kdyz dostane mi¢, musi dostat také auticko,
coz je spor s predpokladem, ze mu neddm ani auticko ani vlacek.

e Predpokladejme, ze darkem bude auticko a nikoli vlacek. Z 2. podminky plyne, ze
kdyz vlacek neni darkem, pak musi byt darkem mic¢, protoze v opacném pripadé
by platilo V' < M, a to nemize. Ve 3. podmince je A pravdivé, takze i tato
podminka je splnéna.

Zaver. Darkem je auticko a mic.

e Predpokladejme, ze darkem bude vlacek a nikoli auticko. Z 2. podminky plyne, ze
kdyz je darkem vlacek, nemiize byt soucasné darkem mic, protoze by jinak platilo
V < M, a to nemuze. Ve 3. podmince je =M pravdivé, takze i tato podminka je
splnéna.

Zaver. Darkem je vldcek.

Zdvér. Uvahami predlozenymi v zadéni nebyl darek jednoznaéné urcen.

b) (uzitim tabulky pravdivosti) Mame osm kombinaci pravdivostnich hodnot zakladnich
vyroktt A, M a V', takze tabulka bude mit 9 fadki; do horniho zahlavi zapiseme kon-
junkci zadanych podminek a pridame symbol Z, pod néjz zapiseme zavér — vysledné
pravdivostni hodnoty.

AMYV  —“(AAV)A=(V & M AMAYV-M Z
1 1 1 0 1 11 0 1 11 110 0
1 1 0 1 100 1 0 01 110 1
1 0 1 0 1 11 1 1 00 111 0
1 0 0 1 100 0 0 10 111 0
0 1 1 1 001 0 1 11 000 0
010 1 000 1 0 01 000 0
0 0 1 1 001 1 1 00 011 1
0 0 O 1 000 0 0 10 011 0

Rédky 2 a 7 potvrzuji zavéry 1. feseni — jsou dvé moznosti: Bud je darkem auticko
a mic, nebo je darkem wvlacek.

Metodické poznamky
Vidime, ze v této 1loze je reseni tabulkou pravdivosti jednodussi nez isudkem.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnicek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani

Klicové pojmy: diikaz sporem, ditkaz matematickou indukci, pravdivostni hodnoty a ne-
gace vyroku

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: raciondlni a iracionalni cislo a jejich vlastnosti

Dokazte, ze ¢islo /5 je iraciondlni.

ReSeni
Dtikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, ze ¢islo v/5 je racionalni. Pak je lze vy-

jadFit ve tvaru zlomku /5 = 57 ktery je v zakladnim tvaru, to znamena, ze cisla p,q € Z
jsou nesoudélna. Po umocnéni je

5¢> = p*. (1)

Odtud p? je délitelné 5 a protoze 5 je prvocislo je taky p délitelné 5, ¢i-li d4 se zapsat ve
tvaru p = bk, k € Z. Dosadime-li za p do vztahu (1), dostaneme 25k? = 5¢°. To znamena,
ze taky ¢ je délitelné 5. To je ale spor s predpokladem, ze ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna. Tedy
V/5 je ¢islem iracionalnim.

Uloha 2 (tiroveti 2)
Predpokladané znalosti: prvocisla a ¢isla slozend, negace vyroku

Dokazte, ze prvocisel je nekone¢né mnoho.

Reseni
Dtikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze prvocisel je konecny pocet. Oznacme
je p1,p2,---, Dk, kde k € N. Oznacme

a=py-p2-...-pp+ L

Cislo a nepatif do mnoziny vsech prvocisel pi, pa, ..., pr, protoze je vétsi nez kterékoliv
z nich. Cislo a nenf ale ani slozené, protoze neni délitelné zadnym z prvocisel p1, pa, . . ., Pk
(po déleni ¢isla a kterymkoliv z prvocisel dostaneme zbytek 1). Odtud plyne, Ze a = 1,
to je ale spor s volbou ¢isla a. Tim je dikaz proveden.

Metodické poznamky
Je vhodné pred samotnym dikazem kratce zopakovat védomosti o rozkladu
¢isla na soucin prvocisel. Cislo 1 neni prvocislo ani slozené ¢islo.
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Dokazte, Ze pro kazdé piirozené éislo n je éislo 117+ 41227~ délitelné 133, tj. plati
vyrok V(n)
133 | (11" 4 122771,

Reseni
Diukaz provedeme uzitim principu matematické indukce:

1. dokazeme, ze vztah plati pro nejmensi ¢islo z mnoziny prirozenych c¢isel n = 1, tedy
112 + 121 = 133 a 133 | 133;
2. dokazme implikaci

133 | (11¥F! 412271y = 133 | (11EHD+L 4 12201 —1y
kde k € N (V (k) = V(k + 1) - indukeénf krok).

Vk+1):11- 115 4122 . 122671 = 11 . 1151 4 144 - 12201 =
= 11 . 11k+1 _|_ 11 . 122k)—1 + 133 . 122k—1 —
= 11(11k+1 + 122k—1) + 133 - 122]4:—1.
Prvni séitanec je dle ,pfedpokladu“!) délitelny 133 a druby je nésobkem 133.

3. Za soucasné platnosti bodu 1. a 2. miizeme tvrdit, ze pro vSechna prirozena cisla n
plati 133 | (117" 4 122771). Tim je ditkaz proveden.

1) viz. metodické poznamky

20



Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: délitelnost

Uloha 1 (troveri 1)
Predpokladané znalosti: délitelnost celych ¢isel

Souc¢in m po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je délitelny ¢islem m. Ovérte tento vyrok
pro m = 3.

Reseni

Sestavime vyraz tif po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel V = m(m + 1)(m + 2). Cislo
m muze pri déleni tfemi davat zbytek 0, 1 nebo 2. V prvnim pripadé je m = 3k, takze
V =3k(m+1)(m+2) =3K,V je délitelné tiemi, 3 | V.

Prom=3k+1jem+2=3k+3=3(k+1), takze V =3m(m+1)(k+1) = 3L,
takze 3 | V.

Prom=3k+2jem+1=3k+3=3(k+1), takze V =3m(k+ 1)(m +2) = 3M,
takze 3 | V.

Metodické poznamky
Zéci by si méli dokazovany vyrok vécné pamatovat a pii FeSeni tloh na déli-
telnost si jej uvédomovat.

Uloha 2 (tiroven 1-2)
Predpokladané znalosti: délitelnost, vyrok o délitelnosti soucinu m po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel
Je dén vyraz V(n) = n3 +3n? + 2n. Uzitim n = 1 a n = 2 vyslovte hypotézu, ¢im by
mohl byt vyraz V' (n) délitelny pro vSechna n, a svou hypotézu dokazte.

Reseni

V(1) =1+3+2=6,
V(2) =8+12+4 =24

Hypotéza. Vyraz V(n) je délitelny Sesti pro vSechna n.
Diikaz. Ve vyrazu V(n) vytkneme n, V(n) = n(n? + 3n + 2) a ovéiime, zda lze
uvedeny kvadraticky trojclen rozlozit. D = 9 —8 = 1 > 0, /D = 1, uréime kofeny,

nis = =2 = {_; N&s kvadraticky trojélen lze zapsat jako (n + 1)(n + 2), takze

V(n) = n(n+ 1)(n + 2). Vyraz je tedy délitelny tfemi a protoze ve vyjadieni V(n) je
¢initel n(n + 1), je vyraz také délitelny dvéma, je tedy délitelny Sesti, jak jsme méli
dokazat.
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Zaver. Vyraz V(n) je délitelny Sesti pro vSechna n.

Metodické poznamky
Uvedeny typ uloh: pokus — hypotéza — dikaz 1ze povazovat pro zaky za velmi
potiebny a vice tloh na délitelnost 1ze na tento typ prevést.

Uloha 3 (troveii 2)
Predpokladané znalosti: délitelnost, vyrok o délitelnosti soucinu m po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel, rozklad polynomi

Je dan vyraz V(n) = n* + 2n® — n? — 2n. Uzitim konkrétnich hodnot n vyslovte
hypotézu, ¢im by mohl byt vyraz V' (n) délitelny pro vSechna n, a svou hypotézu dokazte.

Reseni

Zvolmen=1an=2 V(1) =1+4+2—1—2=0, zde nedostaviame udaj vhodny pro
vysloveni hypotézy. V(2) = 16 + 16 — 4 — 4 = 24; ptiberme jesté n = 3. V(3) = 81 + 54 —
—9—-6=120.

Hypotéza. Vyraz V(n) je délitelny ¢islem 24 pro vSechna n.

Diikaz. Ve virazu V(n) vytkneme n, V(n) = n(n® + 2n* — n — 2) a chceme rozlozit
dany kubicky mnohoclen. Vime, ze pripadné celociselné kotreny jsou délitelem absolutniho
¢lenu; tyto délitele jsou 1; —1;2; —2. Vidéli jsme, ze V(1) = 0, takze nds mnohoclen je
délitelny c¢initelem n — 1. Vydélenim dostaneme

(n*+2n* —n—2):(n—1)=n*+3n+2.

Déle chceme rozlozit trojélen n? +3n+2; D=9—-8=1, VD =1, nyg = _3;:1 = { _;.
Dany vyraz lze tedy zapsat ve tvaru V(n) = (n — 1)n(n + 1)(n + 2), je to soucin ¢ty po
sobé jdoucich celych (pro n > 1 pfirozenych) ¢isel.

Mezi ¢tyfmi po sobé jdoucimi prirozenymi cisly jsou vzdy dveé suda, pricemz jedno
z nich je délitelné ¢tyrmi, takze V(n) je délitelné osmi, 8 | V' (n). Vyjadieni V' (n) obsahuje
¢initele n(n + 1)(n + 2), takze 3 | V(n).

Zaver. Plati 24 | V(n) pro vSechna n, jak jsme chtéli dokazat.

Metodické poznamky
P1i hodnoceni postupu by zaci méli prijit na to, ze pro vysloveni hypotézy
staci najit nejmensi hodnotu V' (n). Ale bude to jen hypotéza.

Uloha 4 (troven 2-3)
Predpokladané znalosti: délitelnost, vyrok o délitelnosti souc¢inu m po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel, zbytkové tridy
Je dén vyraz V(n) = n(n? — 1)(n* + 1). Uzitim konkrétnich hodnot n vyslovte hypo-
tézu, ¢im by mohl byt vyraz V' (n) délitelny pro vsechna n, a svou hypotézu dokazte.
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Reseni

Vidime, ze V(1) = 0. Volme dalsi n. V(2) =2-3-5=30; V(3) = 3-8 10 = 240.

Hypotéza. Vyraz V(n) je délitelny ¢islem 30 pro vsechna n.

Diikaz. 30 = 2-3-5; budeme dokazovat délitelnost dvéma, tfemi a péti. V' (n) muzeme
upravit na tvar V(n) = (n — 1)n(n + 1)(n? + 1); vidime, Ze v rozkladu vyrazu V(n) je
soucin ti1 po sobé jdoucich ¢isel, takze délitelnost tremi i dvéma je tim dokézana, a také
6] V(n).

Nyni vysetiujeme délitelnost péti. Vyraz n? 4+ 1 mtizeme upravit, aniz by se zménila
jeho zbytkova tifda; provedeme tipravu n? + 1 — n? + 5n + 6, pridali jsme 5n + 5. Tim
se vyraz V(n) zméni na V'(n), pticemz 5 | V(n) < 5 | V'(n).

50 (n—1Lnn+1Dn*+1)< 5] (n—1Dn(n+1)(n? + 5n+6),

Vyraz n? + 5n + 6 uZ rozlozit lze. D = 25 — 24 = 1, nyp = %ﬂ = {:g, takze

n?+5n+6 = (n+2)(n+ 3). Plati tak 5 | (n — 1)n(n + 1)(n + 2)(n + 3), nebot soucin
péti po sobé jdoucich prirozenych cisel je délitelny péti, coz znamena

5|V/(n) =5 V(n).

Dokazali jsme, ze 6 | V(n) a také 5 | V(n).

Zaver. Vyraz V(n) je délitelny ¢islem 30 pro vSechna n.

Uloha 5 (troveii 3)

Predpokladané znalosti: délitelnost, vyrok o délitelnosti soucinu m po sobé
jdoucich prirozenych ¢isel, rozklad polynom, vlastnosti posloupnosti prirozenych
c¢isel, nejvetsi spolecny délitel.

Je dan vyraz V(n) = n(n + 2)(n + 3)(n + 5)(n + 7). Uzitim konkrétnich hodnot n
vyslovte hypotézu, ¢im by mohl byt vyraz V' (n) délitelny pro vSechna n, a svou hypotézu
dokazte.

Reseni
Zvolmen=1an = 2.
V(1)=1-3-4-6-8=576=2%.3%
V(2)=2-4-5-7-9=2520=2%.3%.5.7.
Hypotéza. Viraz V(n) je délitelny ¢islem 23 - 32 = 72 pro vSechna n.
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Dikaz.

a) Délitelnost osmi. Je-li n ¢islo sudé, pak n, n+ 2 jsou po sobé jdouci suda ¢isla, z nichz
jedno je délitelné ctyrmi, takze 8 | V(n). Je-li n ¢islo liché, pak ¢isla n+ 3, n+ 5 jsou
po sobé jdouci suda ¢isla, z nichz jedno je délitelné ¢tyrmi, takze i v tomto pripadé
81 V(n).

b) Délitelnost deviti. Je-li n délitelné tfemi, je také n+ 3 délitelné tfemi, takze 9 | V(n);
jestlize n dava pri déleni tfemi zbytek 1, n = 3k+1, pak n+2 =3k+1+2 =3(k+1)
je délitelné tfemi a n+5 = 3k+1+45 = 3(k+2) je také délitelné tfemi, takze 9 | V(n);
jestlize n dava pri déleni tfemi zbytek 2, n = 3k+2, pak n+7 =3k+2+4+7 = 3(k+3)
je délitelné tremi, ale n, n 4+ 2, n 4+ 3 i n + 5 davaji pti déleni tfemi zbytek 1 nebo 2.

Duiisledek. Vyslovena hypotéza neni pravdiva, 1ze dokazat jen délitelnost tfemi, nikoli
deviti.

Ovérme tento dusledek na piikladu n = 5. Pak V(5) =5-7-8-10 - 12 a skutecné je
sice délitelné tremi, ale neni délitelné deviti.

Zdvér. Plati 24 | V(n) pro vsechna n.

Metodické poznamky
Tato tloha je vhodnou ukazkou toho, Ze nase hypotéza neni automaticky
pravdiva, ze je ji tfeba dokazat.

Zdroj: archiv autora
Obrazovy material:
Autor: doc. RNDr. Stanislav Travnic¢ek, CSc.; stanislav.travnicek@volny.cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménnd
Klicové pojmy: délitel, délitelnost v oboru prirozenych ¢isel

Dokazte, ze pro kazdé piirozené ¢islo n plati, Ze (n? — 1)(n? + 2n) je délitelné 24.

Reseni

Rozlozme vyraz
(n* —1)(n* +2n) = (n — Dn(n + 1)(n + 2).

Jde o ¢tyTi po sobé jdouci prirozena cisla, pro ktera soucasné plati:

1. aspon jedno je délitelné 3,
2. dvé jsou suda a dvé lichd,
3. ze dvou po sobé jdoucich sudych ¢isel je jedno délitelné c¢tyrmi a druhé dvéma.

Cislo (n? —1)(n?+2n) je tedy délitelné 3 a 8 a protoze D(3;8) = 1 je diikaz proveden.

Najdéte viechna prirozend ¢isla n, pro néz je ¢islo n? 4+ 3 délitelné ¢islem n + 3.

ResSeni

Upravme zlomek

n*+3 (n+3)%-9n* -2 —24 (n+3)°—-9n(n+3)—24

n+3 n-+3 n-+3

24
=(n+3)7?-9n— ——.
n

Z rozkladu je ziejmé, ze (n + 3) | 24 a proto n € {1,3,5,9,21}.
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Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: feseni nerovnice a soustavy rovnic v oboru priroze-
nych cisel, délitelnost
Najdéte nejmensi ¢tyrmistné prirozené Cislo, které je souc¢tem nékterych péti a zaroven
jinych Sesti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel.

ReSeni
Oznacme hledané cislo x. Soucet prvnich péti prirozenych cisel je 15, takze soucet
libovolnych péti po sobé jdoucich prirozenych ¢isel 1ze psat ve tvaru

Ss; =15+5r,r e N.
Analogicky pro Sest po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je
Se =21+ 6s,5 € N.

Ma platit 15 4 5r = 21 4 6s. Polozme r = 6¢, potom s = 5t — 1,¢ € N. Pro hledané ¢islo
x plati
x =214 6s =15+ 30¢,

¢islo s je ¢tyfmistné, proto 15 + 30t > 1000. Nejmensi ¢, pro které je nerovnice splnéna
je t = 33, odtud
x =154 30- 33 = 1005.

Metodické poznamky

Reseni diofantickych rovnic neni v RPG G. Uvedené feSeni vsak nevyzaduje
znalost algoritmu feseni linearnich diofantickych rovnic, pouze snadnou tpravu
a uvahu o hodnoté parametru .

Dalsi ilohy.
2

v zékladnim tvaru?
2n+1

e Pro kterd n € N, neni zlomek
[Pro zadné prirozené ¢islo n]
e Najdéte vSechna prirozena ¢isla délitelna 4, jejichz ciferny soucet je 7 a ciferny sou-
¢in 6.

16, 1132, 1312, 3112

e Eva koupila za 300 K¢ ¢okolady po 17 K¢/ks a 18 K¢ /ks. Kolik kterych koupila?
[6 cokoldd po 17 K¢ a 11 ¢okolad po 18 K¢

e Cislo 20193% 4 30279 je délitelné ¢islem 540. Dokazte.

[Navod: pro lichd n € N plati a™ + 0" = (a + b)(a" ™' — ... 4+ 0" 1)]

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, I.., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material:

Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam. cz
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Gradované ulohy

Tematicky okruh RVP G: Argumentace a ovérovani
Klicové pojmy: piimy a nepiimy dilkaz, implikace, obména, pravdivostni hodnoty slo-
zenych vyrokt

Uloha 1 (droven 1)
Predpokladané znalosti: monotonie funkce, feseni nerovnic

DokaZte, 7e funkce f:y = —222 je na intervalu (—oo;0) rostouci.

ReSeni
Mame dokazat
Vr € (—00;0): 11 < 13 = —277 < —273.

Implikaci dokdzeme piimo. Necht plati: 1 < z9 < 0, potom |z1| > |z2| > 0 a zdroven
|23 > |23|. ProtoZe pro vSechna redlnd z plati #2 > 0, je 23 > 23 a proto —2x?7 < —2x3.
Tim je dikaz proveden.

Uloha 2 (tiroveri 2)
Predpokladané znalosti: logaritmus, vlastnosti logaritmu

Dokazte, ze pro kazda dvé realnd cisla @ > 1, b > 1 plati log, b + log, a > 2.

ReSeni
Pro vyse uvedena a, b jsou jejich logaritmy kladna ¢isla. Z vlastnosti logaritmi vime,

logb loga

log, b-log, a — : -
08a D" 108 @ loga logh

(1

~—

Vyjadieme jeden z ¢initelt z (1) a dosadme do dokazovaného vztahu

log, b+ > 2.

b

log,,

Po vynasobeni nerovnice kladnym ¢islem log, b a elementarnich tpravach obdrzime vztah
(log, b —1)? > 0, ktery je identitou. Tim je ditkaz proveden.




Uloha 3 (troveii 2-3)
Predpokladané znalosti: pravdivostni hodnoty implikace a jeji obmény

Dokazte nasledujici tvrzeni: ,Nelze-li sestrojit pravitkem a kruzitkem thel 1°, nelze
sestrojit ani thel o velikosti 19°“

ReSeni
Tvrzeni dokdzeme nepiimo, misto implikace A = B dokézeme jeji obménu B’ = A’
kterda ma stejné pravdivostni hodnoty:

»Je-li mozné sestrojit thel 19°, pak lze sestrojit i tthel 1°°

Vyjdeme z predpokladu, Ze 1ze sestrojit tthel 19°, pak lze sestrojit i tthel 19 - 19° = 361°,
a tedy 1 thel o velikosti 1°. Tim je dikaz proveden.

Zdroj:

Archiv autora,

Burjan, V., Hrdina, L., Maxian, M. Prehlad matematiky, Bratislava: SPN, 1997.
Obrazovy material: dilo autora upravil Pavel Calabek

Autor: Mgr. Vaclav Vanék; vvanek1@seznam. cz
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