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Netlumené kmitani télesa zavéSeného na pruziné

Kmitavy pohyb patii krelativné jednoduchym pohyblim, které lze analyzovat
s pouzitim jednoduchych fyzikalnich zdkonii a matematickych vztahii. Zaroven je tento typ
pohybu pro fadu nejen fyzikalnich aplikaci dulezity, nebot” pomoci n¢j 1ze modelovat fadu
fyzikélnich d¢&ju a jevh a pfiblizit tak tyto jevy pomoci analogii s mechanickym kmitdnim
(skladani kmitavych pohybt, Sifeni mechanického vinéni, Sifeni zvuku v riiznych latkéch,
obvody stfidavého proudu, elektromagnetické kmitani, ...). A tfada z téchto fyzikalnich jevii
ma velmi dilezité aplikace (napf. osciloskopy pouzivané v tadé odbornych predmétd i
v technickych aplikacich, vysilate a pfijimace, ...). Proto je nutné, aby Zzéaci pochopili
zékladni charakteristiky kmitavého pohybu a vzajemné souvislosti veliin, které tento typ
pohybu popisuji.

Provedeni experimentu

Kmitavy pohyb, a¢ je popsan relativné jednoduchymi fyzikdlnimi zakony a
matematickymi vztahy, nebyva u zaka pfili§ obliben. Je to patrné proto, ze pii popisu
kmitavého pohybu se Zaci poprvé setkavaji s periodickym pohybem, jehoz fyzikalni
charakteristiky jsou popsany pomoci periodickych goniometrickych funkei. Pfi jeho analyze
tak zaci museji misto jednoduchych linearnich nebo kvadratickych rovnic fesit pro né na prvni
pohled komplikovanéjsi goniometrické rovnice. Piesto je ale nutné zaky motivovat ke studiu
tohoto typu pohybu, nebot’ je velmi dilezity pro dalsi ¢asti fyziky, ale i pro fadu odbornych
predmétt (elektrotechnika, zvukova technika, ...).

LabQuest

_¢idlo polohy

' ---.._Rravitko

br. 1

Zakladni fyzikalni charakteristiky tohoto pohybu a jejich vzajemné souvislosti lze
pfitom proméfit jednoduchym experimentem, ke kterému budeme potiebovat datalogger
LabQuest od firmy Vernier, ¢idlo polohy od téZe firmy, pruzinu, zavazi (nebo jiné téleso
vhodné hmotnosti, které bude na pruziné kmitat) a pravitko (viz obr. 1). Misto samostatné
pruZiny a télesa, které na ni budeme zavéSovat, 1ze téZ pouzit v maloobchodni siti prodavané



Netlumené kmitani télesa zavéseného na pruziné, Jaroslav Reichl, © 2011

détské hracky: hracka samotnd ma takovou hmotnost, ze velmi pékn¢ kmita na ptislusné
pruZing.

Pouziti pravé téchto pomiicek miize zvysit motivaci zakl pii praci s nimi a nasledné i
pfi dal§im studiu zkoumanych fyzikalnich jevil. Cidla firmy Vernier by mohla zaky zaujmout
proto, ze oni sami radi pouzivaji digitalni zafizeni (mobilni telefony, piehravace hudby, ...), a
tedy prace s timto systémem pro n¢ bude jednoduché. Misto vySe popsané¢ho zavazi (které ve
Skolnich kabinetech fyziky jist¢ je) muzeme pouzit bézné predméty podobné hmotnosti
(hrnecek, micek, mobilni telefon, ...). Je pouze dilezité, aby bylo mozné tento pfedmét
zavesit na pruzinu a aby mél jasné ohranicené stény. Pti pouziti ¢idla polohy je totiz nutné,
aby se ultrazvukovy signal Sifici se z c¢idla mohl odrazit od jasné definované plochy a
nerozptyloval se. Tyto bézné predméty mohou zakum fyziku vice pfiblizit a udélat ji vice
»praktickou®.

Pruzinu zavésime na stojan, na pruzinu zavésime zavazi (nebo jiny pfedmeét) a presné
pod né&j na vodorovnou podlozku ve vzdalenosti pifiblizné 0,5 m umistime ¢idlo polohy (viz
obr. 2). Pro spravné a pfesné méteni je nutné, aby zavazi bylo nad stfedem vysilace Cidla
polohy. Cidlo polohy piipojime k LabQuestu, nastavime vzorkovaci frekvenci na 20 Hz a ¢as
meétfenina 5 s.

obr. 2

Je vhodné pied samotnym provedenim experimentu natrénovat rozkmitani télesa
zavéSeného na pruziné ve svislém sméru. Aby cidlo polohy detekovalo pozadované
vzdalenosti, je nutné, aby téleso kmitalo ve svislém sméru. Jakmile bude téleso kmitat ve
svislém sméru, spustime na LabQuestu méteni.

Zpracovani dat a reSeni uloh

Po skon€eni méfeni namétfend data importujeme do programu LoggerPro (nebo volné
Sifitelé verze LoggerLite), abychom je mohli dale analyzovat. Detailn¢ rozebereme nejdiive
graf zavislosti okamzité vychylky kmitajiciho télesa na Case. Ten je spolu s aproximacni
funkci a jeji rovnici zobrazen na obr. 1. V menu programu jsme zvolili Analyza - ProloZit
krivku a v zobrazené nabidce funkci vybrali funkci definovanou predpisem

y=Asin(Bx+C)+D. (1)
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Vsechny ptedpisy funkci, kterymi mizeme prolozit naméfend data, jsou definovany
v zavislosti na proménné x, ackoliv v naSem ptipadé vySetifujeme zavislost na Case. Pravé
proto, ze lze vysetfovat zavislosti rtiznych fyzikalnich veli¢in na jinych fyzikalnich
veli¢inach, je v predpisech funkci pouzita neutrdlni proménnd x. Program LoggerPro na
zéakladé vestavéné metody pak urcil hodnoty koeficienti vystupujicich ve vztahu (1) tak, jak
jsou zobrazeny na obr. 1. Tyto hodnoty jsou uvedeny v nenasobnych a nedil¢ich jednotkach
dané fyzikalni veli¢iny, kterou jednotlivé koeficienty zastupuji.

NN

Automaticky prolozit kfivku pro; Run 1 |y
= A*sin(B*t+C)+D

A 0,07078 +/- 0,0001008

B: 6,997 +/- 00009475

C: 2 537 +/- 0,002725

D: 0,6196 +/- 7 0B4E-005

RMSE: 0,0007090 m

0,65

W)

0,60

0,55

tis)

obr. 3

Nyni mizeme vyzvat zaky, aby provedli dalsi analyzu proméfeného déje a ur¢ili:
1. amplitudu vychylky;
2. frekvenci kmitani télesa na pruzing;
3. pocate¢ni fazi kmiténi;
4. Cas, ve kterém oscilator poprvé projde rovnovaznou polohou;
5. tuhost pouzité pruziny.
Vztah (1) pfipomind vztah pro okamzitou vychylku y harmonického oscilatoru
v zavislosti na Case, ktery se zakiim odvozuje (resp. ukazuje) ve tvaru
Y= ypsin(of+9,), (2)
kde ¢, je pocatecni faze kmitdni a o je uhlova frekvence kmitavého pohybu definovana
vztahem
o=2nf . 3)
Ve vztahu (3) f'znaci frekvenci daného kmitavého pohybu.
Je nutné upozornit na drobné zanedbani, kterého se dale dopustime, ale které nebude
mit podstatny vliv na déle pocitané charakteristiky pohybu. Kmitani probihalo ve vzduchu, a
proto na pohybujici se téleso ptsobila kromé jinych sil (viz dale) i odporova sila vzduchu.
Vzhledem ke kratké dob& méteni (5 s) se tato sila ptiliS neprojevila a mizeme jeji plisobeni na
oscilator tedy zanedbat. To Ize vysledovat i na grafu zavislosti okamzité vychylky na Case
zobrazeném na obr. 1: amplituda vychylky je béhem celého méfeni téméf konstantni. Proto
dale budeme piredpokladat, Ze naméfena data popisuji pohyb netlumeného harmonického
oscilatoru.
Porovnanim vztaht (1) a (3) zjistime, ze v kazdém z nich jsou pouzity jiné promeénné,
ale principidln€ jsou stejné; pouze ve vztahu (1) je navic ¢len D. Vyznam tohoto ¢lenu by méli
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zaci snadno vysvétlit: je to vzdalenost rovnovazné polohy kmitajiciho té¢lesa od ¢idla polohy.
Pomoci pravitka (nebo jiného délkového méfidla) je velmi snadné ovétit, Ze hodnota
koeficientu D odpovida skute¢nosti. Vyznam ostatnich koeficientt je jiz ziejmy.

Koeficient 4 odpovida amplitudé¢ y kmitavého pohybu, tj. plati y_ =7,1cm. Koeficient

B odpovida uhlové frekvenci definované vztahem (3). Proto pro frekvenci f kmitavého
pohybu miizeme psat f = Zi Hz=1,11Hz. Po¢ate¢ni faze je pak urcena koeficientem C, tj. plati
T

Qg =2,54rad .

Cas 1,, ve kterém projde oscilator poprvé rovnovaznou polohou, uréime na zakladé
feSeni rovnice (2). V rovnovazné poloze je okamzitad vychylka y nulové, a tedy rovnice (2)
prejde na tvar 0=y, sin(of, +9,), kterd je ekvivalentni s rovnici

sin (o +¢y)=0. 4)

RPN . o . T f
Reseni rovnice (4) miiZzeme psat ve tvaru ot, +¢, = kE, odkud pro #, dostavdme

ty = P, kZ , )
) 2
kde T je perioda daného kmitavého pohybu a keN. Proménnou kzamérné¢ vybirdme
z piirozenych cisel, nebot fyzikdlni smysl maji pouze kladné hodnoty Casti ¢, a znich
hledame ten nejmensi.

Vzhledem k tomu, Ze fyzikalni veli¢iny ¢, a » jsou ob¢ kladné, ziskdme hledany cas ¢,
volbou k=1 a dostaneme: ¢, = —%H%.l%s =0,09s. Tento Cas je pIn¢ v souladu s grafem
zavislosti okamzité vychylky na Case, ktery je zobrazen na obr. 1. Na zobrazeném grafu sice
neni okamzita vychylka v tomto ¢ase rovna nule, ale je nutné si uvédomit, Ze graf je posunut
po ose y o hodnotu D=62cm. Pfimka dand rovnici y =D odpovidd tedy v naSem piipadé
rovnovazné poloze. A zobrazeny graf tuto pfimku protina pravé v case ¢, .

Tuhost pouzité pruziny lze urcit dvéma nezavislymi zptisoby. Tim lze nejen propojit
ptislusné fyzikalni védomosti zaki, ale také ovéfit, zda méfeni bylo ¢i nebylo pfesné. Prvni
zpusob urceni tuhosti pruziny vyplyva ze vztahu pro tthlovou frekvenci o vlastniho kmitani
télesa zavéSencho na pruzing, ktery mizeme psat ve tvaru

o fE. ©)
m

Ve vztahu (6) znac¢i m hmotnost kmitajiciho télesa a & tuhost pouzité pruziny. Ze vztahu

(6) 1ze vyjadrit tuhost pruziny ve tvaru
k =mo? . (7

Uhlovou frekvenci o jsme jiz uréili pii rozboru rovnice (2) pro okamzitou vychylku
v zavislosti na c¢ase; hmotnost pouzitého télesa lze urcit pomoci vah, siloméru (bud
klasického nebo siloméru firmy Vernier) nebo prosté pouzit predmét zndmé hmotnosti.
V nasem piipad¢ jsme pouzili jedno zavazi ze sady pro rovnoramenné vahy, které ma
hmotnost m = 0,2 kg. Dosazenim do vztahu (7) dostaneme & =0,2.7* Nm™ =9,8 N.m™" .

Druhd metoda urceni tuhosti pouzité pruziny vyplyvéa zrozboru sil, které pisobi na
téleso zavéSené na dané pruzing. Na toto téleso, které je zaveéSeno na pruzing klidové délky /,,

pisobi tihova sila F; a sila pruznosti F, (viz obr. 4). Po zav&Seni t&lesa na pruzinu se pruzina
pusobenim tihové sily prodlouzi o délku A/. V rovnovazné poloze pak jsou velikosti obou

téchto sil stejné.
V rovnovazné poloze proto plati vztah F; = F, , ktery lze rozepsat do tvaru
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m.g =Alk,, (8)
kde g je velikost tithového zrychleni a &, je tuhost pouzité pruziny. Index je pouzit proto,

abychom odlisili tuhost pruziny uréenou na zéklad¢ rozboru sil ptisobicich na pruzinu od
metody uréeni tuhosti na zdkladé kinematického rozboru (viz vztah (7)).

F
R Ry
obr. 4
Tuhost pouzité pruziny mizeme tedy na zakladé vztahu (8) psat ve tvaru
me ©)
Al

Nyni tedy sta¢i uréit klidovou délku pruziny /,. Tu uréime pravitkem tak, ze zmétime
délku nezatizené pruziny; v naSem piipad¢ je [, =15,5 cm . Pak zméfime délku zatiZzené pruziny
se zavazim v rovnovazné poloze, coz je (dle obr. 4) délka I,+Al; vnasem ptipad¢ je
I,+Al=350cm. Dostdvame tak prodlouzeni pruziny zplsobené tihovou silou:
Al=350-15,5cm=19,5¢cm. Dosazenim do vztahu 9) dostaneme:

©0,2.9,81
20,195
ziejmé, ze chyba v urceni tuhosti se pohybuje v fadu procent, coz je p€kny vysledek.

UrCovani tuhosti pruziny nejen, ze vedlo zaky k opakovani a utfidéni nabytych
poznatkll o kmitavém pohybu, ale zaroven ukazalo na praktickém ptiklad¢ fddovou hodnotu
tuhosti pruziny. Pouzita pruzina se zda pii zkuSebnim protazeni o n€kolik centimetrii jako
slabd, pfesto na ni optimaln¢ kmita zavazi o hmotnosti 200 g. To mtize byt pro n€které¢ z zakia
piekvapivy vysledek. A pritom fada znich se zajima ve volném case o cyklistiku,
automobilismus a dalsi technické obory, v nichz se s vlastnostmi pruzin setkavaji. Tlumice u
fiditek kol, tlumice v automobilech a dal§i pruzné mechanismy Ize pifi matematicko-
fyzikélnim popisu modelovat pruzinou o vhodné tuhosti bez ohledu na to, zda je v daném
zatizeni pouzita skutecna pruzina, stlaCeny vzduch nebo kapalina.

N.m™' =10,06 Nm™. Porovname-li hodnotu tuhosti pruziny ks hodnotou &, je

Cidlo polohy, které jsme pouzili k naméfeni dat a vykresleni grafu zavislosti okamzité
vychylky na case zobrazeného na obr. 1, na zdkladé namétenych dat polohy pomoci
numerické derivace urcuje i velikost okamzité rychlosti a velikost okamzitého zrychleni. Tyto
veli¢iny jsou sice zatizeny chybou vyplyvajici z pouzité numerické metody, presto v tomto
jednoduchém ptipadu jsou vypoctena data fyzikalné pouzitelna.

Na obr. 5 je tedy zobrazen graf zavislosti velikosti okamzit¢ rychlosti na case
pohybujiciho se télesa a na obr. 6 je graf zavislosti velikosti okamzitého zrychleni na Case
téhoz télesa. U obou grafli je t€z zobrazena aproximacni kiivka a jeji rovnice. Hodnota RMSE
(root mean square error - chyba aproximace pii pouziti metody nejmensich ¢tverci) uvedena
u kazdé tabulky s koeficienty aproximacni funkce vypovidd o piesnosti aproximace. Graf
zobrazeny na obr. 6 ma tuto hodnotu relativné vysokou, nicméné naméfend (resp. vypoctena)
data stale dobie odpovidaji teoretickému modelu.
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Obdobnym postupem, jakym jsme analyzovali graf zobrazeny na obr. 1, 1ze analyzovat i
grafy zobrazené na obr. 5 a na obr. 6. Tuto analyzu ovSem v tomto ¢lanku jizZ nebudeme

provadét.
0,5

[\ A
0,3 Automaticky prologit kiiviku pro: Run 1| v
v = A'sin(B*t+C+D
A 04638 +/- 0,001566
B: 6,993 +/- 0,002387
C: 4,121 +/- 0,006953
0.1 D: -0,001725 +/- 0,001118
# RMSE: u 01120 rn.fs

g

-0,1

0,3

0 2 3 4 5
t{z)
obr. 5

4

E 1] ! il 1 ] T

Automaticky proloZit kfivku pro: Run 1 | a
= A*sin(B*t+C)+D
A 3,000 +/- 002788
B: 6,970 +/- 0,006158
C: 5,759 +/-0,017686
5 | | D: 0,03448 +- 0,01947
I RMEE: 0,1249 m/s*2

\V

t(s)
obr. 6
Za velmi dulezit¢ pokladam z didaktického hlediska vzdjemné porovnani grafii
zobrazenych na obr. 1, obr. 5 a na obr. 6. V naSem pftipad¢ je jev, o kterém mluvime, nejlépe
pozorovatelny v ¢ase 3 sve vSech grafech. Podivame-li se na okamzité hodnoty veliin
zobrazenych v téchto tfech grafech pravé v Case 3 s, zjistime, Ze:
1. okamzita vychylka je rovna zdporné amplitudé;
2. okamzita velikost rychlosti je nulova;
3. okamzita velikost zrychleni je rovna kladné amplitud¢.
Tato zjiSténi jsou plné€ v souladu s matematickym popisem kmitavého pohybu (s
rovnicemi pro okamzitou vychylku, pro okamzitou velikost rychlosti i pro okamzitou velikost
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zrychleni). Pln¢ téz odpovidaji fyzikalnimu popisu provedeného experimentu: nachazi-li se
téleso v amplitud¢ svého pohybu, je velikost rychlosti nulova (v amplitudé se téleso zastavi) a
velikost zrychleni je maximalni (méni se totiz smér vektoru rychlosti na opacny). Vektor
zrychleni pfitom mifi proti pivodnimu sméru pohybu, kterym se téleso do amplitudy dostalo
(. vektor zrychleni ma opacny smér nez vychylka). Pokud o tom miizeme zaky presvédcit
nejen detailnim rozborem redlného experimentu, ale také pomoci zobrazenych grafii, je velka
nad¢je, ze pochopi probiranou problematiku lépe.

V programu LoggerPro (resp. LoggerLite) je mozné zobrazit najednou vSechny tfi grafy
a pomoci volby menu Strdnka - Automatické rozvrzeni stranky je zarovnat pod sebe.

Zavér

Vim, ze existuji uclitelé¢ fyziky, ktefi zasadn¢ nesouhlasi s vyuzivanim pocitace
v hodinach fyziky. Na jednu stranu to chépu, protoZze kvalita nékterych apletli, které se
v hodinéch fyziky pouzivaji pfevazné, voln¢ dosazitelnych na internetu je velmi Spatnd a tyto
aplety tak mohou v myslich 74kl vytvofit velmi nespravné fyzikalni ptfedstavy. Pouziti
poditade ve spojeni srealnym experimentem povazuji oviem za velmi zdafilé. Zaci vidi
redlny experiment, jehoz pribéh mohou sami ovlivnit (vétSi pocatecni vychylka, zména
kmitajiciho télesa, zména pruziny, zména vzdalenosti ¢idla polohy od télesa zavéSené¢ho na
pruzin¢ v rovnovazné poloze, ...), a na platn¢ vidi vykreslovani daného grafu. Velkou
vyhodou podobnych dataloggert, které byly pouzity v tomto experimentu, je ta skutecnost, Ze
na pocitaci (resp. na obraze vytvofeném dataprojektorem) se zobrazuji data v redlném case.
Staci tedy do kmitajiciho zavazi tuknout nebo dupnout na podlahu nedaleko stolu, na némz je
celd experimentalni aparatura postavena, a v grafu se okamzité tyto vnéjsi vlivy projevi.

Proto tento experiment povazuji za velmi uziteny. A jeho provedeni je pfitom
jednoduché.
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