Koza se pase na polovinée zahrady, Jaroslav Reichl, © 2011

KOZA SE PASE NA POLOVINE ZAHRADY
Zadani alohy

Zahrada kruhového tvaru ma polomér » = 10 m. Do zahrady umistime kozu, kterou pfivazeme
provazem ke koliku zatlu¢enému v obvodu zahrady. Jakou délku musi mit provaz, aby koza spasla
travu prave z poloviny plochy zahrady?

Matematické reSeni

Situace je zobrazena na obr. 1, na kterém je oznacena pismenem R hledana délka lana. Bude-li
koza ptivazana ke koliku, vypase (za idealnich podminek) plochu kruhu. V ptipadg, ze je jeji pohyb
omezen hranici pivodni zahrady, bude to jen cast plochy kruhu. Tato cast je vySrafovana na obr. 2 a je
zfejmé, ze vypocet jejiho obsahu S, nebude piili§ jednoduchy. A tento obsah znat musime, nebot’

podle zadani ulohy ma byt praveé tento obsah polovi¢ni ve srovnédni s obsahem celé kruznice.

Ma tedy platit

wr’ (1)

kde 7 je zadany polomér zahrady.
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Pro vypocet hledaného obsahu S, dané plochy si ji budeme muset rozdélit na takové ¢asti,

jejichz obsah budeme umét jednoduse urCit. Optimalni se zda rozd€leni na kruhové vysece a
trojuhelniky, nebot’ vypocet obsahl ploch téchto utvart je jednoduchy. Pro obsah trojuhelnika, ve
kterém zname jeho stranu a a vysku v kolmou na tuto stranu, plati

av (2)
SA = ?
a pro obsah kruhové vysece kruhu o poloméru » omezené vnitinim thlem « (viz obr. 3) plati vztah
s ®
2
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Uhel « je ptitom nutné udavat v radianech, tj. v obloukové mife.

Obsah S, hledané plochy urc¢ime na zakladé obsahti dvou kruhovych vysec¢i a obsahu
trojuhelnika. Na obr. 4 je zobrazena kruhova vyse¢ o obsahu Sy, kterd je dana stfedem S,,
polomérem R a thlem 2¢ . Na obr. 5 je pak zobrazena kruhova vyse¢ o obsahu S, dana stfedem S, ,
polomérem r a uhlem 2y. Dale je nutné vzit do tvahy obsah trojuhelnikti, které jsou ohraniceny
poloméry zobrazenych kruznic (obr. 6). Pro obsah S, hledané plochy pak bude platit vztah

S, =Sg +5;,-25,, 4)
kde S, je obsah jednoho z trojuhelnikd zobrazenych na obr. 6.
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Nyni je nutné urcit hledané obsahy Sy, S, a S,, abychom mohli podle vztahu (4) urcit obsah
S, . Pro obsah S; muzeme na zéklad¢ vztahu (3) a obr. 4 psat
2 5
SRZZ(pR o (5)
2
Analogicky mizeme pro obsah S, s vyuzitim vztahu (3) a obr. 5 psat

oy ©)

S, 5 :yrz.

Hodnoty thli ¢ a y lze urcit na zéklad¢ obr. 7. V pravothlém trojuhelniku §,S,P s pravym
uhlem pii vrcholu P miizeme psat

R (7

2 R

cosp=-=-=—,
¢ r 2r
odkud mtizeme vyjadrit pfimo hodnotu thlu ¢ pomoci cyklometrické funkce ve tvaru
¢ = arccos£ . (8)
2r
S vyuzitim vztaht (5) a (8) mizeme pro obsah Sy psat
9

Sk = R? arccosﬁ. ©)

r
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Trojuhelniky BS,S, a S,4S, jsou shodné rovnoramenné; jejich shodnost vyplyva z véty sss -
strany obou trojuhelniki maji délky rovné polomérim obou uvazovanych kruznic. Uvédomime-li si,
ze soucet vnitinich wthli v trojuhelniku je roven (vyjaddieno v obloukové mife) =, mizeme pro
hodnotu uhlu y psat

Y=1-2¢ (10)
a po dosazeni ze vztahu (8) dostaneme
y=7t—2arccos£. (1)
r
Pro obsah S, na zakladé vztaht (6) a (11) tedy mlizeme psat
S =r (n—2arccos£]. (12)
2r

Nyni zbyva urcit délku vysky v v trojuhelniku S, 4S,, kterou budeme potiebovat pro vypocet
obsahu S, tohoto trojuhelnika. Vzhledem k tomu, Ze trojuhelnik S, A4S, je rovnoramenny a ze vyska
vje vyskou na jeho zékladnu S, 4, puli pata vysky P zakladnu S,4. Na zakladé Pythagorovy véty
aplikované na pravouhly trojuhelnik S,S,P s pravym uhlem pii vrcholu P mtzeme psat

2 4

Nyni mizeme dosadit do vztahu (2) pro vypocet obsahu trojuhelnika a vypocitat obsah
trojuhelnika BS,S, resp. trojuhelnika S,A4S,. Délka jeho zakladny je R a délka vysky je dana vztahem

(13). Dosazenim do vztahu (2) tedy dostaneme

2 (14)
Sy :lR ’r2 _R_.
2 4

Pro vyjadreni hledaného obsahu S, podle vztahu (4) tedy jiz mame vSe pifipraveno. Do vztahu
(4) tedy postupné dosadime vyjadieni obsaht piislusnych kruhovych vyseci danych vztahy (9) a (12) a
obsah uvazovaného trojihelnika popsaného vztahem (14). Postupné tak dostaneme:

R R 1o, R R R |, R
S, = R? arccos— + 2| m—2arccos— |—2.— R, |r? ——— = R* arccos — + mr* — 272 arccos— — R, [r* ——— ;
2r 2r 2 4 2r 2r 4

tedy

2 (15)
Sy = (R2 —2r2)arccos—f +r? = Ry|r? ——IZ .
r

Vztah (15) vyjadiuje obsah hledano utvaru na zakladé geometrickych vlastnosti tohoto ttvaru,
vztah (1) vyjadfuje obsah téhoz utvaru na zakladé podminky ze zadani ulohy. Mtzeme tedy psat

2 2
R R r . , 9 . .
rovnost (R2 -2r? )arccos—2 +mr? =R, [r? —— = Znizpo lprave dostaneme rovnici

r
[ R w2 (16)
(R2—2r2)arccos£—R rZ—R—+£:0,
2r 4 2
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Rovnice (16) s neznamou R je nealgebraicka rovnice, kterou neni mozné fesit analyticky, tj.
vyjadfenim neznamé R pomoci algebraickych uprav dané rovnice. Tuto rovnici je nutné fesit
numericky - napf. pomoci software Mathematica. Pfed vlastnim feSenim definujeme funkci, jejiz
predpis bude mit stejny tvar, jako ma leva strana rovnice (16):

2 2 (17)
f(R)= (R2 —2r2)arccos§—R4’r2 —RT +%.

Funkce definovana ptedpisem (17) je funkce proménné R, nebot pravé v zavislosti na této
proménné nabyva funkce f riznych hodnot. Vzhledem k tomu, Ze ptivodné jsme dospéli k rovnici (16)
(resp. k funkénimu ptedpisu (17)) na zakladé uvah o obsazich plosnych ttvarti, ma vyznam funkce
pouze na tom intervalu, na kterém nabyva nezapornych hodnot. Nicméné graf funkce f je na obr. 8
vykreslen pro vSechna R e (O; 2r> . Meze tohoto intervalu maji svd opodstatnéni:

1. Dolni mez intervalu rovna nule vyplyva z faktu, Ze proménnd R reprezentuje polomér
kruznice, a tedy nemlze nabyvat zapornych hodnot. Pokud bychom chtéli byt zcela
korektni, mél by byt interval ze strany Cisla 0 otevieny. Otevieny interval ale neni mozné
zadat do software Mathematica jako interval, na kterém ma byt vykreslen graf funkce.

2. Horni mez intervalu rovna hodnoté 2r vyplyva z defini¢niho oboru funkce f dané
predpisem (17). Jak pro druhou odmocninu vystupujici ve vztahu (13) definujicim délku

. . ; . R .. < ,
vySky v v trojuhelniku S, 4S,, tak pro funkci y =arccos mize proménna R nabyvat
r

hodnot pouze mensich nebo rovnych hodnoté 2.
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obr. 8

Graf funkce fje vhodné sestrojit proto, Ze na zakladé n€¢j mizeme snadno odhadnout hledany
polomér R, ktery je feSenim rovnice (16). S vyuzitim definice funkce vztahem (17) budeme misto
rovnice (16) fesit rovnici

f(R)=0. (18)

Na zéklad¢ grafu funkce f, ktery je zobrazen na obr. 8, mizeme tedy odhadnout feSeni rovnice

(16) resp. (18). Z rovnice (18) vyplyva, ze hledame prisecik grafu funkce f's vodorovnou osou, tj.
s osou R. Na zéklad¢ grafu funkce f'je tedy ziejmé, ze hledany kofen je R =12 m. Pfesnéjsi hodnotu

kotenu ziskame s vyuzitim software Mathematica: R = 11,587 m.
Délka provazu, ktery odpovida zadani ulohy, je ptiblizn¢ 11,59 metru.

Pouzité funkce programu Mathematica

V programu Mathematica jsou podstatné pro feSeni této ulohy dva piikazy se zakladnimi
parametry:
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1. Plot[funkce[R],{R,0,2r}] - vykresli funkci danou piedpisem (17) pro
Re(O; 2r>;

2. FindRoot[funkce[R]==0,{R,r}] - svyuzitim numerické Newtonovy metody
teCen najde kofen zadané rovnice s neznamou R v okoli bodu 7.

Dalsi funkce, které jsou uvedeny v notebooku s feSenim zadané Ulohy, byly pouzity pro
vykresleni obrazku se zobrazenymi objekty, s nimiz se pocitalo. Stejné tak vySe citované funkce
systému Mathematica lze pouzit s vice parametry, které dopliiuji vystup dané funkce (napt. ve funkci
Plot[] lze nastavit barvu vykreslované ¢ary, tloustku ¢ary, popis os grafu, ...).
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